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✕ ✸ Pr♦❥❡ts ▼❛t❤✲■♥❢♦
✕ ❚❉ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥ ❧✐❝❡♥❝❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
✕ ❈♦✉rs ❡t ❚❉ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
✕ ✶ Pr♦❥❡t ❞❡ ♠❛îtr✐s❡ ✭❧♦❣✐q✉❡✮
✕ ✶ Pr♦❥❡t ❞❡ ♠❛❣✐stèr❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❊◆❙ ▲②♦♥ ✭❧♦❣✐q✉❡✮
✕ ❈♦✉rs ❞❡ ✏❧♦❣✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✑
❡♥ ❉❊❆ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ▲②♦♥ ■
✾✾✲✵✵ ✕ ❚❉ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❡t ❞✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❉❊❯● ▼■❆❙ ❙▼ ✷
✕ ❚❉ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥ ❉❊❯● ▼■❆❙ ✶
✕ ✸ Pr♦❥❡ts ▼❛t❤✲■♥❢♦
✕ ❚❉ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❡♥ ❧✐❝❡♥❝❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
✕ ❈♦✉rs ❡t ❚❉ ❞❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ ♠❛îtr✐s❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
✕ ✶ Pr♦❥❡t ❞❡ ♠❛îtr✐s❡ ✭❧♦❣✐q✉❡✮
✕ ✶ Pr♦❥❡t ❞❡ ♠❛❣✐stèr❡ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬❊◆❙ ▲②♦♥ ✭❧♦❣✐q✉❡✮
✕ ❈♦✉rs ❞❡ ✏❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡t λ✲❝❛❧❝✉❧✑
❡♥ ❉❊❆ ❞❡ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ▲②♦♥ ■
❈❤❛♣✐tr❡ ✶
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r ❛ été ✐♥✈❡♥té ✈❡rs ✶✾✸✵✱ ❡t ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞é✲
r❛❜❧❡ ♣♦✉r s❡s r❛♣♣♦rts étr♦✐ts ❛✈❡❝ ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
▲✬✐♥térêt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣r♦✈✐❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞❡ s❛
s②♥t❛①❡ ❡t ❞❡ s❛ ❝❛♣❛❝✐té à ♣r♦❣r❛♠♠❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s✳ ▲❡ λ✲
❝❛❧❝✉❧ t②♣é s✉s❝✐t❡ ❞❡♣✉✐s q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s ✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt à ❝❛✉s❡ ❞✉ ❧✐❡♥ q✉✬✐❧
ét❛❜❧✐t ❡♥tr❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❝✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥
❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ✏❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ ❈✉rr②✲❍♦✇❛r❞✑✳ P❛r♠✐ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ q✉✐
♦♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♣♦✉✈♦✐r ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❡ s②stè♠❡ AF✷ ❞❡s t②♣❡s ❞✉ s❡✲
❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞❡ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ❡st q✉❡ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉✬✐❧
♣r♦❞✉✐t s♦♥t ♣r♦✉✈és✳
▼❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ t♦✉r♥❡♥t ❛✉t♦✉r ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥
λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r ❡t t②♣é✳ ■❧s r❡❝♦✉✈r❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s t❤è♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
✶✲ ❖♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡
▲❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✈r❛✐ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ q✉❡
s✐ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ P❛r♠✐ ❧❡s
str❛té❣✐❡s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❣❛✉❝❤❡ ✭❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠✮ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ré❞✉✐r❡ t♦✉❥♦✉rs ❧❡ r❡❞❡① ❧❡ ♣❧✉s à ❣❛✉❝❤❡
❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❛ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❀ ❡❧❧❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ t♦✉❥♦✉rs
s✐ ♦♥ ❧✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❞❡s t❡r♠❡s ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ▼❛✐s✱ ❛✈❡❝ ❡❧❧❡✱ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st r❡❝❛❧❝✉❧é à ❝❤❛q✉❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✳ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥ ✶✾✾✵ ❧❛
♥♦t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r r❡♠é❞✐❡r à ❝❡ ❞é❢❛✉t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡
λ✲t❡r♠❡s ❝❧♦s q✉✐✱ ♣♦✉r ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✜①é✱ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ✏❧✬❛♣✲
♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r✑ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ✏❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠✑✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥
♠é♠♦✐r❡ ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✉r
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ré❞✉✐r❡ ❧❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ❛✈❛♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r
❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ✭s✬✐❧s ❡①✐st❡♥t✮ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❝❡ q✉✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r✳
✷✶
✷✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
P♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✭❘✳ ❉❛✈✐❞ ❡t ♠♦✐ ♠ê♠❡✮ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ str✉❝t✉r❡ ✿ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
❞✐r✐❣é ✭✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✮✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❝❡
❝❛❧❝✉❧ ❣❛r❞❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♦r❞✐♥❛✐r❡✳ ▲❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞✐r✐❣é
♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é✲
♠♦✐r❡ ♣❧✉s ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡✉rs ♣r♦♣r✐étés✳ ❈✐t♦♥s✲❡♥ q✉❡❧q✉❡s ✉♥❡s ✿ ❧❛
st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣❛r ❧❛ β✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✱
❧❛ ♥♦♥ ❡t ❧❛ s❡♠✐✲❞é❝✐❞❛❜✐❧✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣♦✉r ✉♥
λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❧♦s✱ ❡t ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❝♦♥trô❧❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r✳
❏✬❛✐ ét✉❞✐é ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐èr❡ ❀ λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ ✭♦♣ér❛t❡✉rs ❢♦rts✮ ♦✉ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s ✭♦♣ér❛t❡✉rs ♣r♦♣r❡s✮✳
❏✬❛✐ ❞♦♥♥é ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
ré❝✉rs✐✈❡s ❡t ✐tér❛t✐✈❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❢♦rts✱
❡t ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ❏✬❛✐ ♣r♦✉✈é q✉❡
❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ λ✲t❡r♠❡s ♥♦r♠❛✉① ❝❧♦s ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♣r♦♣r❡s
❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ q✉✐ s♦♥t ❢♦rts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s t❡r♠❡s ♦♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s η✲
♥♦r♠❛❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❏✬❛✐ ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ λ✲t❡r♠❡ S q✉✐ ré❛❧✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉❝✲
❝❡ss❡✉r s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ S✲♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳
❏✬❛✐ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❝❤❛q✉❡ S✲♦♣ér❛t❡✉r ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t
q✉❡ ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡✳
❈♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é✱ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❛ ♠♦♥tré q✉✬❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛❞✉❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ●ö❞❡❧ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r✱
♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦✉r❛♥t✱ ✉♥ t②♣❡ très s✐♠♣❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ AF✷
♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❡s ♦❜t❡♥✐r✳
❍✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡ t②♣❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❛ été tr♦✉✈é ❛✈❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❛ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❝❧❛s✲
s✐q✉❡ ❡t ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ♣r♦✉✈❡♥t ❧❛ t♦t❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s
s❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ A[x] ❡st ✉♥ ✏t②♣❡ ❡♥tré❡✑
✭r❡s♣✳ ✏t②♣❡ s♦rt✐❡✑✮ s✐ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ A[x] → Ag[x] ✭r❡s♣✳ Ag[x] → ¬¬A[x]) ❡st
♣r♦✉✈❛❜❧❡ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ♦ù g ❡st ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ●ö❞❡❧ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡
❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ ❆❧♦rs s✐ A[x] ❡st ✉♥ t②♣❡ ❡♥tré❡ ❡t B[x]
❡st ✉♥ t②♣❡ s♦rt✐❡✱ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ A[x]→ B[x] ♣❡✉t s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❡♥
✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❛ été ❞é✲
❝♦✉✈❡rt❡ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ t♦✉s ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡ Ng[x]→ ¬¬N [x]
♦ù N [x] ❡st ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❛♥s AF2✳
❉❛♥s ♠❡s tr❛✈❛✉①✱ ❥✬❛✐ tr♦✉✈é ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❏✳✲▲✳
❑r✐✈✐♥❡✶ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ∀+ ✭t♦✉s ❧❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ s♦♥t ❡♥
♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛♥s ❝❡s t②♣❡s✮✱ ❡t ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ●ö❞❡❧ ✭✉♥❡
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ●ö❞❡❧ ❝❧❛ss✐q✉❡✮ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ AF✷ ❡t ❧❡
s②stè♠❡ T T R ❞❡s t②♣❡s ré❝✉rs✐❢s ❞❡ ▼✳ P❛r✐❣♦t✳ ▲❡s t②♣❡s q✉❡ ❥✬❛✐ ♣r♦♣♦sés ♥❡
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ t②♣❡r q✉✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳
✶❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❛ tr♦✉✈é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✳
✷✸
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❥✬❛✐ tr♦✉✈é ✉♥❡ ❧é❣èr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ AF✷ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥
♣❡✉t ❡♥ t②♣❡r ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❧❛ss❡✳
✷✲ ❚②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s F ❡t AF✷ ✷
▲❛ ❝❧❛ss❡ A ❞❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ s②stè♠❡ AF✷ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❛
❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❡st t②♣❛❜❧❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ D ∈ A ss✐
✐❧ ❡st ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ D ♣♦✉r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ◆♦✉s
♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ♣❧✉s ❧❛r❣❡s ❞❡ t②♣❡s ❛②❛♥t ❝❡tt❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛♣♣❡❧és ✏t②♣❡s ❝♦♠♣❧❡ts✑ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡
❝♦♥s✐❞éré❡ ❡st ❝♦♠♣❧èt❡ ♣♦✉r ❝❡s t②♣❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s t②♣❡s ∀+ s♦♥t
❞❡s t②♣❡s ❝♦♠♣❧❡ts ♣♦✉r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s s❛t✉ré❡s ♣❛r βη✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳
❈♦♠♠❡ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ♣❛r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ têt❡ ❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r
❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✱ ♥♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ✐♥tér❡ssés à ét❡♥❞r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t
♣ré❝é❞❡♥t à ❝❡s ♠♦❞è❧❡s✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ❛ ❛♠❡♥é à ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ♣❧✉s r❡s✲
tr❡✐♥t❡ ❞❡ t②♣❡s ✭❧❡s ❜♦♥s t②♣❡s ♣♦s✐t✐❢s✮ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ t②♣❡ ❡st ♣r➧❡r✈é ♣❛r
η✲ré❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❝❡tt❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t②♣❡s ❡st ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r
❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s s❛t✉ré❡s ♣❛r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ têt❡✳ ❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡
❢❛ç♦♥ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ♣❛r η✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❞✬ét❡♥❞r❡ AF2 à
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣❛r❛♠étré ♣❛r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ s♦✉s✲t②♣❛❣❡ à ❧❛ ▼✐t❝❤❡❧❧✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡✱ ❧❡s t②♣❡s ∀+ s♦♥t ❝♦♠♣❧❡ts
♣♦✉r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s st❛❜❧❡s ♣❛r ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ têt❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ s②stè♠❡ F ♣❛r ❞❡s
t②♣❡s ❡♥tré❡✲s♦rt✐❡ q✉✐ s❡r✈❡♥t à ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❡t ❝♦❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♣r♦❣r❛♠♠❡r✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s t②♣❡s
∀+ s♦♥t ❞❡s t②♣❡s ❡♥tré❡✲s♦rt✐❡✱ ❡t q✉❡ t♦✉t t②♣❡ ❡♥tré❡ ❡st ✉♥ t②♣❡ s♦rt✐❡✳ ▲❛
ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ❞é♠♦♥tré❡ ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ♦ù ♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s
s✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳
▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ F q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦✉r❛♥ts s♦♥t
t♦✉s ❤❛❜✐tés ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ λK✲t❡r♠❡✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ ✿ P❡✉t✲♦♥ r❡✲
♣rés❡♥t❡r ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦✉r❛♥ts ♣❛r ❞❡s t②♣❡s ❞✉ s②stè♠❡ F ❤❛❜✐tés
✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s λI✲t❡r♠❡s ✭❝❡s t②♣❡s s♦♥t ❛♣♣❡❧és ✏I✲t②♣❡s✑✮ ❄ ❏✬❛✐ ❞é♠♦♥✲
tré q✉❡ ❧❡s I✲t②♣❡s s♦♥t ∀+✳ ❈❡ q✉✐ ♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s
I✲t②♣❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉① q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✳ ❖♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❡♥❝♦r❡ s✬✐❧
❡①✐st❡ ❞❡s I✲t②♣❡s ❤❛❜✐tés ♣❛r ♣❧✉s ❞✬✉♥ λI✲t❡r♠❡ βη✲♥♦r♠❛❧✳
✸✲ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ❧♦❣✐q✉❡ ♠✐①t❡
▼✳ P❛r✐❣♦t ❡t ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ♦♥t tr♦✉✈é ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❝♦♥t❡♥✉ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✐q✉❡ à ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❢❛✐t❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❖♥ s❛✐t q✉✬✉♥ ✏❡♥t✐❡r ✐♥t✉✐✲
t✐♦♥♥✐st❡✑ ✭✐✳❡✳ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✮ ❡st β✲éq✉✐✈❛❧❡♥t
✷▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❙✳ ❋❛r❦❤ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ s❛
t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✳
✷✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
à ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞❡ ❈❤✉r❝❤✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✏❡♥t✐❡rs ❝❧❛ss✐q✉❡s✑ ✭✐✳❡✳
♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✮✳ ▼❛✐s ✐❧s ♦♥t ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♦♣é✲
r❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ t②♣és ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ AF✷ ❞✬✉♥ t②♣❡
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❡✉✈❡♥t s❡r✈✐r ❛✉ss✐ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡✳
❏✬❛✐ ♦❜t❡♥✉ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❛♥s ❧❡ λC✲❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❡t ❧❡ λµ✲❝❛❧❝✉❧
❞❡ ▼✳ P❛r✐❣♦t✳ ❊♥ λC✲❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛r❛❝tér✐sé✱ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣✉r❡✲
♠❡♥t s②♥t❛①✐q✉❡s✸ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞❡s λC✲t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡ ✏❧❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts
♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❡t ❝❧❛ss✐q✉❡✑✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡
❝♦♥trô❧❡s ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ❏✬❛✐ ❝❛r❛❝tér✐sé ❛✉ss✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡✲
♠❡♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✉ λC✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ❥✬❛✐ ❞♦♥♥é q✉❡❧q✉❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r
❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❡s ❡♥t✐❡rs ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s✳ ❊♥
λµ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❥✬❛✐ tr♦✉✈é ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ▼✳ P❛r✐❣♦t q✉✐
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡✳
▲❡ λµ✲❝❛❧❝✉❧ ♣♦ssè❞❡ ✏♣r❡sq✉❡✑ t♦✉t❡s ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ✿ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ❧❛
❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♦♥ ♣❡r❞ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❧❝✉❧
❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡
t②♣é ♥✬❡st ♣❛s très ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❏✬❛✐ ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ λµ✲❝❛❧❝✉❧ ❛♣♣❡❧é
λµ++✲❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ❝♦❞❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞
♦r❞r❡✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡✱ ❧❛ ♥♦r♠❛✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s
t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❧❡ ♦✉✲♣❛r❛❧❧è❧❡✳
❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❡t ♠♦✐ ♠ê♠❡ ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❧♦✲
❣✐q✉❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✏♠✐①t❡✑✳ ❈❡ s②stè♠❡ ♣❡r♠❡t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❡♥tr❡ ❧❡s
♣r❡✉✈❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s ❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛r❛❝té✲
r✐s❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♥trô❧❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✭❆✳ ◆♦✉r ❡t ♠♦✐ ♠ê♠❡✮ ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♠✐①t❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ✏❝♦♣✐❡s ❞✐s❥♦✐♥t❡s✑ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❡t ❝❧❛s✲
s✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt à ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❑r✐♣❦❡✳ ❈❡ s②stè♠❡ ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❢♦r✲
♠❛❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✏❜♦♥♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✑ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r
❧✬❛❜s✉r❞❡✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ét✉❞✐❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉✲
♣✉r❡s ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡✳
✹✲ ❙②stè♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♣r♦❣r❛♠♠❛❜❧❡s ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r ✈❛r✐❡ s❡❧♦♥ ❧❡
❝♦❞❛❣❡ ❝❤♦✐s✐ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❍✳ ❇❛r❡♥❞r❡❣t ❛ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❣❛❞❡
❞✬❡♥t✐❡rs ✭✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❡♥t✐❡rs✮✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉r✲
s✐✈❡s ss✐ ❧❡s tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ✿ ❧❡ s✉❝❝❡ss❡✉r✱ ❧❡ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t ❧❡ t❡st
à ③ér♦ ❧❡ s♦♥t✳ ❏✬❛✐ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥✲
✸❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❛ ❞é♠♦♥tré✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts✳
✷✺
❞❛♥t❡s ✭✐✳❡✳ ❥✬❛✐ ❝♦♥str✉✐t ❞❡s s②stè♠❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❞❡✉①
❞❡ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s❛♥s ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡✮✳ ■❧ ♠❡ s❡♠❜❧❡ q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❢❛✐r❡ ♠✐❡✉①
✭✐✳❡✳ ✐❧ ❢❛✉t ❛✉ ♠♦✐♥s tr♦✐s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✉♥❛✐r❡s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r t♦✉t r❡♣rés❡♥t❡r✮✳ ❏✬❛✐
❞é♠♦♥tré q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛②❛♥t ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ♣♦✉r ❧❡ s✉❝❝❡ss❡✉r✱ ❧❡
♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t ❧❡ t❡st à ③ér♦ ♣♦ssè❞❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ❊✳
❚r♦♥❝✐ ❛ ♣♦sé ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❡st✲✐❧ ✈r❛✐ q✉✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ❛②❛♥t
✉♥ s✉❝❝❡ss❡✉r ❡t ✉♥ t❡st à ③ér♦ ✭s②stè♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡✮ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r
ss✐ ✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❄ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs
♦✉✈❡rt❡ ♠❛✐s ❥✬❡♥ ❛✐ ❛♣♣♦rté ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♥é❣❛t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
t②♣❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ F ✳
✺✲ ❘és✉❧t❛ts ❞✐✈❡rs
▲❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉❡ ❥✬❛✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♠✬♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ r❡❞é♠♦♥tr❡r ❞❡s rés✉❧t❛ts
❝♦♥♥✉s ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❛r❛❝tér✐sé ✭❘✳ ❉❛✈✐❞ ❡t ♠♦✐ ♠ê♠❡✮
❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❞❡✉① λ✲t❡r♠❡s ♥♦♥ βη✲
éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳
❈✳ ❘❛✛❛❧❧✐ ❡t ♠♦✐ ♠ê♠❡ ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ❞❡s ♣r❡✉✈❡s très s✐♠♣❧❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡
❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ✐♥t✉✐t✐✉♦♥♥✐st❡✳
✷✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✶✳ ■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆
❈❤❛♣✐tr❡ ✷
◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧
♣✉r ❡t t②♣é
✷✳✶ ◗✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r
❖♥ ♥♦t❡ Λ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ❖♥ ❛❞♦♣t❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❏✳✲▲✳
❑r✐✈✐♥❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡s λ✲t❡r♠❡s t, u, u1, ..., un✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡ t à u ❡st ♥♦té❡ (t)u✱ ❡t (...((t)u1)...)un ❡st ♥♦té (t)u1...un✳
❖♥ ♥♦t❡ id = λxx✱ 0 = λxλyy ❡t 1 = λxλyx✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① λ✲t❡r♠❡s t, u
❡t ✉♥ ❡♥t✐❡r n✱ ♦♥ ♣♦s❡✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ (t)nu = (t)...(t)u ✭t ét❛♥t ré♣été n ❢♦✐s✮ ❀
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r (t)0u = u✳ ▲❡ λ✲t❡r♠❡ n = λxλf(f)nx ❡st ❧✬❡♥t✐❡r n ❞❡ ❈❤✉r❝❤✳
❙✐ t ❡t u s♦♥t ❞❡s λ✲t❡r♠❡s✱ ♦♥ ♥♦t❡ < t, u >= λx(x)t u✳
❙✐ t ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ Fv(t) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✳
❖♥ ♥♦t❡ →β ✭r❡s♣✳ →η✮ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✭r❡s♣✳ ❧❛ η✲ré❞✉❝t✐♦♥✮ ❡t ♣❛r ≃β ✭r❡s♣✳
≃βη✮ ❧❛ β✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭r❡s♣✳ ❧❛ βη✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✮✳
▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ u ≻ v s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ v ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ u ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡✳
❖♥ ♥♦t❡ ❛✐♥s✐ n(u, v)✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❡✛❡❝t✉é ♣♦✉r ♣❛ss❡r ❞❡ u à v✳ ❖♥ ❞✐t
q✉✬✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ss✐ s❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡ t❡r♠✐♥❡✳
▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❬✷✵❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✶ ❙✐ t ≻ t′✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t u1, ..., ur ∈ Λ ✿
✶✮ ■❧ ❡①✐st❡ v ∈ Λ t❡❧ q✉❡ (t)u1...ur ≻ v✱ (t
′)u1...ur ≻ v✱ ❡t n((t)u1...ur, v) =
n((t′)u1...ur, v) + n(t, t
′)✳
✷✮ t[u1/x1, ..., ur/xr] ≻ t
′[u1/x1, ..., ur/xr]✱ ❡t
n(t[u1/x1, ..., ur/xr], t
′[u1/x1, ..., ur/xr]) = n(t, t
′)✳
✷✼
✷✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ◆❖❚■❖◆❙ ❉❊ ❇❆❙❊ ❊◆ λ✲❈❆▲❈❯▲ P❯❘ ❊❚ ❚❨P➱
▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ≻f ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡t ré✢❡①✐✈❡
t❡❧❧❡ q✉❡ (λxu)vv1...vm ≻f (u[v/x])v1...vm✳ ❊❧❧❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✶✳✷ P♦✉r t♦✉s λ✲t❡r♠❡s t✱ u✱ v✱ s✐ t ≻f u ❛❧♦rs (t)v ≻f (u)v✳
✷✳✷ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ AF2
P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❜❛sé s✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é
✐❧ ❢❛✉t ❡♥✈✐s❛❣❡r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s
❡①❛❝t❡s ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✳ ▲❡ ❝❛♥❞✐❞❛t ♥❛t✉r❡❧ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✬❛ ❝❤♦✐s✐ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡
s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬❆r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❋♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭♥♦té ❡♥ ❛❜ré❣é AF2✮
✭✈♦✐r ❬✶✽❪✮✳ ❆✉ ♣❧❛♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s✱ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡t r❡♣rés❡♥t❛✲
t✐♦♥ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s✱ ❧❡ s②stè♠❡ AF2 ♥❡ s❡ ❞✐st✐♥❣✉❡ ♣❛s ❞✉ s②stè♠❡ F ✳
▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ s❛ ❝❛♣❛❝✐té à ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❡①❛❝t❡s
❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❡♥ é❝r✐✈❛♥t ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ s❛ t♦t❛❧✐té✳
▲❡ s②stè♠❡
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ é❝r✐t ❛✈❡❝
❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ⊥✱ → ❡t ∀✳ ❖♥ ♥♦t❡ ¬A = A →⊥ ❡t A1, ..., An → A ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ A1 → (A2 → (...(An → A)...))✳
❙✐ X ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✉♥❛✐r❡✱ t ❡t t′ ❞❡✉① t❡r♠❡s✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r✲
♠✉❧❡ ∀X[Xt → Xt′] ❡st ♥♦té❡ t = t′ ❡t ❞✐t❡ éq✉❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦✉ ❢♦r✲
♠✉❧❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ t = t′ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ t[u1/x1, ..., un/xn] = t′[u1/x1, ..., un/xn] ♦✉ t′[u1/x1, ..., un/xn] =
t[u1/x1, ..., un/xn]✱ u1, ..., un ét❛♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ L ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ❡t ✉♥ s②stè♠❡ E ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡ L✳ ❖♥ ❞é❝r✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é✱ ❛♣♣❡❧é ❆r✐t❤♠ét✐q✉❡
❋♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✭❡♥ ❛❜ré❣é AF2✮✱ ❞♦♥t ❧❡s t②♣❡s s♦♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❞❡ L✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ λ✲t❡r♠❡ t✱ ✉♥ t②♣❡ A ❡t ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ = x1 : A1, ..., xn :
An✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✏t ❡st t②♣❛❜❧❡✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉
s②stè♠❡ éq✉❛t✐♦♥♥❡❧ E✱ ❞❡ t②♣❡ A ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✑✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡st ♥♦té❡
Γ ⊢AF2 t : A✳
(1) Γ ⊢AF2 xi : Ai (1 ≤ i ≤ n)
(2)
Γ, x : A ⊢AF2 t : B
Γ ⊢AF2 λxt : A→ B
(3)
Γ ⊢AF2 u : A→ B △ ⊢AF2 v : A
Γ,△ ⊢AF2 (u)v : B
✷✳✷✳ ▲❊ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ❚❨P❆●❊ AF2 ✷✾
(4)
Γ ⊢AF2 t : A
Γ ⊢AF2 t : ∀xA
✱ x ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s Γ
(5)
Γ ⊢AF2 t : ∀xA
Γ ⊢AF2 t : A[u/x]
✱ u ❡st ✉♥ t❡r♠❡
(6)
Γ ⊢AF2 t : A
Γ ⊢AF2 t : ∀XA
✱ X ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s Γ
(7)
Γ ⊢AF2 t : ∀XA
Γ ⊢AF2 t : A[F/X]
✱ F ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡
(8)
Γ ⊢AF2 t : A[u/x]
Γ ⊢AF2 t : A[v/x]
✱ u = v ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ E
▲❡s t②♣❡s ❞✉ s②stè♠❡ F s♦♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❝♦♥str✉✐t❡s ❛✈❡❝ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s
∀✱→✱ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s X,Y ✱✳✳✳ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ 0✲❛✐r❡ ✭✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✮✳ ▲❡s
rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞✉ s②stè♠❡ F ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ✿
❝❡ s♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ (1)✱ (2)✱ (3)✱ ❡t (6)✱ (7) r❡str❡✐♥t❡s ❛✉① ❢♦r♠✉❧❡s ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥❡❧❧❡s✳
▲❡ s②stè♠❡ AF2 ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❬✶✾❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶ ✶✮ ❙✐ Γ ⊢AF2 t : A✱ ❡t t→β t
′✱ ❛❧♦rs Γ ⊢AF2 t
′ : A ✭t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡✮✳
✷✮ ❙✐ Γ ⊢AF2 t : A✱ ❛❧♦rs t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❢♦rt❡✮✳
❙♦✐❡♥t L ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡t E ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ L✳ ❖♥
❞é✜♥✐t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ L ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♥♦té❡ ≈E ♣❛r ✿
a ≈E b ss✐ ♦♥ ♣❡✉t ❧✬♦❜t❡♥✐r ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❙✐ a = b ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ E✱ ❛❧♦rs a ≈E b ❀
✕ ◗✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s a, b, c ❞❡ L✱ ♦♥ ❛ ✿ a ≈E a ❀ ❡t s✐ a ≈E b ❡t b ≈E c✱
❛❧♦rs a ≈E c✳
✕ ❙✐ f ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ n✲❛✐r❡ ❞❡ L✱ ❡t s✐ ai ≈E bi ✭1 ≤ i ≤ n✮✱ ❛❧♦rs
f(a1, ..., an) ≈E f(b1, ..., bn)✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ (8) ✭✈♦✐r ❬✶✷❪✮✳
▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✶ ❙✐ Γ ⊢AF2 t : A[u/x] ❡t u ≈E v✱ ❛❧♦rs Γ ⊢AF2 t : A[v/x]✳
❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❈✳ ❇ö❤♠ ❡t ❆✳ ❇❡r❛r❞✉❝❝✐ ♦♥t ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬✸❪ ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ F ✳ ❊♥s✉✐t❡ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❛ ❣é♥ér❛❧✐sé ❧❡✉r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✉ s②stè♠❡
AF2 ✭✈♦✐r ❬✷✵❪✮✳ ❱♦✐❧à q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✿
✸✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ◆❖❚■❖◆❙ ❉❊ ❇❆❙❊ ❊◆ λ✲❈❆▲❈❯▲ P❯❘ ❊❚ ❚❨P➱
▲❡ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐té ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Id[x] = ∀X{Xi → Xx} ✭i ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡
❝♦♥st❛♥t❡✮✳ ❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿ s✐ t ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧✱ ❛❧♦rs ⊢AF2 t :
Id[i] ss✐ t = id✳ ▲❡ t②♣❡ ✐❞❡♥t✐té ❞✉ s②stè♠❡ F ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Id = ∀X{X → X}✳
▲❡ t②♣❡ ❜♦♦❧é❡♥ ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ B[x] = ∀X{X1, X0 → Xx} ✭0 ❡t 1 s♦♥t ❞❡s
s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡✮✳ ❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿ s✐ t ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❡t
b ∈ {0, 1}✱ ❛❧♦rs ⊢AF2 t : B[b] ss✐ t = b✳ ▲❡ t②♣❡ ❜♦♦❧é❡♥ ❞✉ s②stè♠❡ F ❡st ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ B = ∀X{X,X → X}✳
▲❡ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ N [x] = ∀X{X0,∀y(Xy → Xsy) →
Xx} ✭s ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✉♥❛✐r❡ ❡t 0 ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡✮✳
❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿ s✐ t ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❡t n ∈ IN✱ ❛❧♦rs ⊢AF2 t :
N [sn(0)] ss✐ t = n✳ ▲❡ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ❞✉ s②stè♠❡ F ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
N = ∀X{X, (X → X)→ X}✳
❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧❡s t②♣❡s ❧✐st❡✱ ❛r❜r❡✱ ♣r♦❞✉✐t✱ s♦♠♠❡✱ ✳✳✳
❏❡ ✈❛✐s ♣rés❡♥t❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳
❯♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s E ❡st ❞✐t ❛❞éq✉❛t ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ N [x] ss✐ s(a) 6≈E 0 ❡t s✐
s(a) ≈E s(b)✱ ❛❧♦rs a ≈E b✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞✬éq✉❛✲
t✐♦♥s s♦♥t t♦✉s ❛❞éq✉❛ts ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ N [x]✳
❙♦✐t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡ INk ❞❛♥s IN✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ E ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f
ss✐ f(n) = m ⇔ f(sn(0)) ≈E sm(0)✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ λ✲t❡r♠❡ Pf ✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡
Pf r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f s✐✱ q✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t n1, ..., nk ∈ IN✱ (Pf )n1...nk →β
f(n1, ..., nk)✳
❖♥ ♣❡✉t é♥♦♥❝❡r à ♣rés❡♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s
♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ AF2 ✭✈♦✐r ❬✶✾❪✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✷ ❙♦✐❡♥t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡ INk ❞❛♥s IN ❡t E ✉♥ s②s✲
tè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛❞éq✉❛t ❞é✜♥✐ss❛♥t f ✳ ❙✐ Pf ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ t❡❧ q✉❡ ⊢AF2 Pf :
∀x1...∀xm{N [x1], ..., N [xk]→ N [f(x1, ..., xm)]}✱ ❛❧♦rs Pf r❡♣rés❡♥t❡ f ✳
▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡
▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡st ❞✬❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ A ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ λ✲t❡r♠❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❝❡✉① ❞❡ t②♣❡ A✳ ❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛✉r❛ à ♥♦tr❡ ❞✐s♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✉♥ ♣✉✐ss❛♥t ♦✉t✐❧ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s t❡r♠❡s t②♣és✳
▲❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s
♣♦✉r ❧❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ❈❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s s♦rt❡s ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s
s♦♥t ❞ét❡r♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ R ❞❡ P (Λ) q✉✐ ❡st ❞❡st✐♥é
à êtr❡ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❧❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉
s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳
✷✳✷✳ ▲❊ ❙❨❙❚➮▼❊ ❉❊ ❚❨P❆●❊ AF2 ✸✶
➱t❛♥t ❞♦♥♥és ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts G ❡t G′ ❞❡ P (Λ)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ P (Λ)
♥♦té G→ G′✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿ u ∈ (G→ G′)⇔ (u)t ∈ G′ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t t ∈ G✳
❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ R ❞❡ P (Λ) ❡st ❞✐t ❛❞éq✉❛t s✐ ✿
✕ G,G′ ∈ R⇒ (G→ G′) ∈ R ❀
✕ P♦✉r t♦✉t❡ ♣❛rt✐❡ σ ❞❡ R✱ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ σ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à R✳
❙♦✐t L ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ❖♥ ✈❛ ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬✉♥ Λ✲♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r
L ✿ ❝✬❡st ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té ♥✬❡st ♣❛s {0, 1} ❝♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✱
♠❛✐s ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❞éq✉❛t R ❞❡ P (Λ)✳
❯♥ Λ✲♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ L ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡ ✿
✕ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ |M |✱ s✉♣♣♦sé ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❛♣♣❡❧é ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ M ❀
✕ ❯♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❞éq✉❛t R ❞❡ P (Λ) ✭R ❡st ❛♣♣❡❧é ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
✈ér✐té ❞❡ M✮ ❀
✕ P♦✉r t♦✉t s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ n✲❛✐r❡ f ❞❡ L✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ fM : |M |n → |M | ❀
✕ P♦✉r t♦✉t s②♠❜♦❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ n✲❛✐r❡ P ❞❡ L✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ PM : |M |n → R✳
❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉
✭r❡s♣✳ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ n✲❛✐r❡✮ ❞❛♥s |M | ✭r❡s♣✳ ❞❛♥s R|M |
n
✮✳
❙♦✐❡♥t I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✱ x ✭r❡s♣✳ X✮ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ✭r❡s♣✳ ❞❡ r❡❧❛✲
t✐♦♥ n✲❛✐r❡✮✱ ❡t a ✭r❡s♣✳ Φ✮ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ |M | ✭r❡s♣✳ ❞❡ R|M |
n
✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ J = I[x ← a] ✭r❡s♣✳ J = I[X ← Φ]✮ ❡♥ ♣♦s❛♥t J(x) = a ✭r❡s♣✳
J(X) = Φ✮ ❡t J(ξ) = I(ξ) ✭r❡s♣✳ J(ξ′) = I(ξ′)✮ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ξ 6= x ✭r❡s♣✳
ξ′ 6= X✮✳
❙♦✐t I ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ t ❞❡ L ❡st ❛ss♦❝✐é❡ s❛ ✈❛❧❡✉r tM,I ∈
|M |✱ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r t ✿
✕ ❙✐ t ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✱ ❛❧♦rs tM,I = I(x) ❀
✕ ❙✐ t = f(t1, ..., tn)✱ ❛❧♦rs tM,I = fM (t1M,I , ..., t
n
M,I)✳
▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ A ❞❛♥sM ❡t ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ I✱ ♥♦té❡ ♣❛r |A|M,I
❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ R ❞é✜♥✐ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r A ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❙✐ A ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ P (t1, ..., tn)✱ ♦ù P ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ✭r❡s♣✳ ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡✮ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ n✲❛✐r❡✱ ❡t t1, ..., tn s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ L✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞é✜♥✐t




M,I , ..., t
n
M,I)) q✉✐ ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡
R ❀
✕ ❙✐ A = B → C✱ ❛❧♦rs |A|M,I = |B|M,I → |C|M,I ❀
✕ ❙✐ A = ∀xB✱ ♦ù x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ❛❧♦rs |A|M,I =
⋂
{|B[x]|M,I[x←a] ❀
a ∈ |M |} ❀
✕ ❙✐ A = ∀XB✱ ♦ù X ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ n✲❛✐r❡✱ ❛❧♦rs |A|M,I =⋂
{|B[X]|M,I[X←Φ] ❀ Φ ∈ R|M |
n
}✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ |A|M,I ❞é♣❡♥❞ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✭♣❛r I✮ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s
✸✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✷✳ ◆❖❚■❖◆❙ ❉❊ ❇❆❙❊ ❊◆ λ✲❈❆▲❈❯▲ P❯❘ ❊❚ ❚❨P➱
❞❡ A✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ A ❡st ✉♥ t②♣❡ ❝❧♦s✱ |A|M,I ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ I✱ ♦♥ ❧❛
♥♦t❡ ❛❧♦rs |A|M ✳
❙✐ ♦♥ s❡ r❡str❡✐♥t ❛✉ s②stè♠❡ F ✱ ✉♥ Λ✲♠♦❞è❧❡ ❡st ❝♦♠♣♦sé ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡
♣❛rt✐❡ ❛❞éq✉❛t❡ R ❞❡ P (Λ)✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭r❡s♣✳ ✈❛r✐❛❜❧❡✮ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ P ✱ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t |P |M ❞❡ R✳
❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ Λ✲♠♦❞è❧❡M s❛t✐s❢❛✐t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ u = v✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
I✱ uM,I = vM,I ✳ ❙✐ E ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❞❡ L✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ M s❛t✐s❢❛✐t
E✱ ♦✉ q✉❡ M ❡st ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ E✱ s✐ M s❛t✐s❢❛✐t t♦✉t❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ E✳
❙♦✐t S ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ s✉r Λ✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ S ❡st ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ s✐✱ q✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t
❧❡s λ✲t❡r♠❡s t✱ u ❡t v✱ t S u ⇒ (t)v S (u)v✳
❙♦✐t S ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐❡ G ❞❡ Λ ❡st ❞✐t❡ st❛❜❧❡ ♣❛r S ✭♦✉
S✲s❛t✉ré❡✮ s✐✱ q✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s λ✲t❡r♠❡s t ❡t u✱ ❬u ∈ G ❡t t S u❪ ⇒ t ∈ G✳
❖♥ ♥♦t❡ PS(Λ) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s S✲s❛t✉ré❡s ❞❡ Λ✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ ❧❡♠♠❡
s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✶✵❪✮ ✿
▲❡♠♠❡ ✷✳✷✳✷ PS(Λ) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❞éq✉❛t ❞❡ P (Λ)✳
❙♦✐❡♥t M ✉♥ Λ✲♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r L✱ R ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ✈ér✐té ❞❡ M ❡t S ✉♥❡
r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ s✉r Λ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ M ❡st ✉♥ ΛS✲♠♦❞è❧❡ s✐ ✿ (λxu)v S
u[v/x] ❡t R ⊂ PS(Λ)✳
❯♥ ΛS✲♠♦❞è❧❡ ❡st ❞✐t st❛♥❞❛r❞ s✐ R = PS(Λ)✳ P♦✉r t♦✉t t②♣❡ ❝❧♦s A✱ ♦♥ ♥♦t❡
♣❛r |A|S =
⋂
{|A|M ✴ M ΛS✲♠♦❞è❧❡ ❞❡ E ⑥✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✭❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡
❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡st ♣❧✉s ✏❢♦rt✑ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ■❧ ♣❡r♠❡t ❞✬♦❜t❡♥✐r
❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡
✭✈♦✐r ❬✶✾❪✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✸ ❙✐ ⊢AF2 t : A✱ ❛❧♦rs t ∈ |A|S✳
❈❤❛♣✐tr❡ ✸
❖♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥
♠é♠♦✐r❡
✸✳✶ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❙♦✐t F ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ✭✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✮ ❡t θn ≃β n ✭✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♥♦♥ ❝❛❧❝✉❧é ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥✮✳ ❉✉r❛♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ (F )θn✱ θn ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ♣❧✉s✐❡✉rs
❢♦✐s ✭❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦✐s q✉❡ F ❧✬✉t✐❧✐s❡✮✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r (F )θn ❡♥ (F )n
❡t q✉❡ ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ θn ✭❡t ♣❛s ❞❡ F ✮✳ ❈✬❡st à
❞✐r❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s T q✉✐ ✈ér✐✜❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✲ P♦✉r t♦✉t λ✲t❡r♠❡ F ✱ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ IN✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t θn ≃β n✱ (T )θnF ≻f (F )n✳
✲ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ (T )θnF ≻f (F )n ❞é♣❡♥❞ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ θn✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ✶ ✿ ❯♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s T ❡st ❞✐t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥
♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ss✐ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ IN✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t θn ≃β n✱
(T )θnf ≻f (f)n ✭♦ù f ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✈♦✉❧✉❡s✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ (T )θnf ≻f (f)n✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ f ♥✬❛rr✐✈❡ ❥❛♠❛✐s ❡♥ têt❡ ❞✉r❛♥t ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❧❛ r❡♠♣❧❛❝❡r ♣❛r ✉♥ λ✲t❡r♠❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❖♥ ✈❡rr❛
♣❧✉s ❧♦✐♥ ✭t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✮ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❞❡ θn✳ ❖♥ ❝❤❛♥❣❡ ❞♦♥❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ t❡♠♣♦r❛✐r❡ ✷ ✿ ❯♥ λ✲t❡r♠❡ T ❡st ❞✐t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é✲
♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ss✐ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ IN✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s
τn ≃β n✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t θn ≃β n✱ (T )θnf ≻f (f)τn ✭♦ù f ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
✈❛r✐❛❜❧❡✮✳
❙♦✐t s = λnλxλf((n)(f)x)f ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♣♦✉r ❧❡ s✉❝❝❡ss❡✉r s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡
✸✸
✸✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❖P➱❘❆❚❊❯❘❙ ❉❊ ▼■❙❊ ❊◆ ▼➱▼❖■❘❊
❈❤✉r❝❤✳ ❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✿ T1 = λn((n)δ)G ♦ù δ = λf(f)0 ❡t G = λxλy(x)λz(y)(s)z ❀
T2 = λnλf(((n)f)F )0 ♦ù F = λxλy(x)(s)y✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
θn ≃β n✱ (Ti)θnf ≻f (f)(s)n0 ✭i = 1 ♦✉ 2✮ ✭✈♦✐r ❬✶✾❪ ❡t ❬✸✽❪✮✳ ❉✬♦ù T1 ❡t T2 s♦♥t
❞❡s ♦♣rér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤✳
❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❛ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✶✾❪✱ q✉✬❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ●ö❞❡❧
❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ t②♣❡
très s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ▼❛✐s ❧❡ λ✲t❡r♠❡ ♦❜t❡♥✉
τn ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❜st✐t✉é❡s ♣❛r ❞❡s λ✲t❡r♠❡s u1, ..., um q✉✐ ❞é✲
♣❡♥❞❡♥t ❞❡ θn✳ ❈♦♠♠❡ τn ❡st β✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à n✱ ❛❧♦rs✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡
τn[u1/x1, ..., um/xm] ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ τn ❡t ❧❡s λ✲t❡r♠❡s u1, ..., um ♥❡
s♦♥t ♣❛s ❝❛❧❝✉❧és ❞✉r❛♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳
❉é✜♥✐t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ✿ ❯♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s T ❡st ❞✐t ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡
♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❈❤✉r❝❤ ss✐ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ IN✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ τn ≃β n✱ t❡❧ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t θn ≃β n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ (T )θnf ≻f (f)σ(τn)
✭♦ù f ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳
❘❡✈❡♥♦♥s s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞♦♥♥é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳ ❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ ré❞✉❝✲
t✐♦♥ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ (F )θn✱ ♣❛r ❝❡❧❧❡ ❞❡ (T )θnF ✳ ❈♦♠♠❡ (T )θnF = {(T )θnf}[F/f ]✱
❛❧♦rs✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ré❞✉✐r❡ (T )θnf à s❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ q✉✐ ❡st
(f)σ(τn)✱ ❡t ♦♥ ré❞✉✐t ❡♥s✉✐t❡ (F )σ′(τn) ✭σ′ = γ ◦ σ ♦ù γ(f) = F ❡t γ(x) = x s✐
x 6= f✮✳ T ❛ ❞♦♥❝ ♠✐s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t τn ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❡ ❞♦♥♥❡r✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❢♦✐s q✉✬✐❧ ❢❛✉t✱ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳
▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤
❞♦♥♥❡♥t ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛t (s)n0✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ ✿ P❡✉t✲♦♥ tr♦✉✈❡r ❞❡s ♦♣é✲
r❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❝♦♠♠❡
rés✉❧t❛ts ❧❡s ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞❡s ❡♥t✐r❡s ❄ ❈❡ t②♣❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❡st ❛♣♣❡❧é ♦♣é✲
r❛t❡✉rs ❢♦rts ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳
❏✬❛✐ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✸✸❪ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs
❢♦rts ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳
❈❡❝✐ ♣r♦✈✐❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ❢❛✐ts ✿
✲ ▲✬✐♥✜♥✐té ❞❡s ❡♥t✐❡rs ✿ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐
❞✬❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♦♣rér❛t❡✉r ❢♦rt ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳
✲ ▲❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ✿ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
❝ré❡r ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞❡ ❈❤✉r❝❤ n ✭n ≥ 1✮ ❞✉r❛♥t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ❞❛♥s ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❙✐ ♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦♣é✲
r❛t❡✉r ❢♦rt ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ P♦✉r t♦✉t n ∈ IN✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t n ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✿
0 = λxλfx ❡t n+ 1 = λxλf(f)n✳ ❈❡s ❡♥t✐❡rs s♦♥t ❞✐ts ❧❡s ❡♥t✐❡rs ré❝✉rs✐❢s✳
✸✳✷✳ ▲❊ λ✲❈❆▲❈❯▲ ❉■❘■●➱ ✸✺
❙♦✐t s = λnλxλf(f)n ❀ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ s ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♣♦✉r ❧❡ s✉❝✲
❝❡ss❡✉r✳ ❙✐ ♦♥ ♣r❡♥❞ T ′ = λν(ν)τρρ ♦ù τ = λf(f)0✱ ρ = λyλz(G)(y)zτz✱ ❡t
G = λxλy(x)λz(y)λfλx(f)z✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t θn ≃β n✱ (T ′)θnf ≻f (f)n✳ ❉✬♦ù
T ′ ❡st ✉♥ ♦♣rér❛t❡✉r ❢♦rt ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ré❝✉rs✐❢s ✭✈♦✐r ❬✸✼❪✮✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ♣♦✉r ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐tér❛t✐✈❡s
❡t ré❝✉rs✐✈❡s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✭✈♦✐r ❬✸✸❪✮✳
✸✳✷ ▲❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞✐r✐❣é
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s T ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s
❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ss✐ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ IN✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ τn ≃β n✱ t❡❧ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t θn ≃β n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ (T )θnf ≻f (f)σ(τn)
✭♦ù f ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ❆♥❛❧②s♦♥s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ (T )θnf ≻f (f)σ(τn)✱ ❡♥
r❡♠♣❧❛❝❛♥t ❝❤❛q✉❡ λ✲t❡r♠❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ θn ♣❛r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❈❡❝✐ ✈❛
♥♦✉s ❛✐❞❡r à ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ✭t❤é♦rè♠❡
✹✳✶✳✶✮ ❡t ❥✉st✐✜❡r ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞✐r✐❣é✳
❙✐ θn ≃β n✱ ❛❧♦rs θn ≻ λxλg(g)tn−1✱ tn−k ≻ (g)tn−k−1 (1 ≤ k ≤ n− 1)✱ t0 ≻ x✱
❡t tk ≃β (g)kx (0 ≤ k ≤ n − 1)✳ ❙♦✐t xn ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡
θn✳ (T )xnf ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ❡t s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s s♦♥t xn ❡t f ✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ ❞❡✉①
♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r s❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ✿ (f)δ ✭❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ s✬❛rrêt❡✮ ♦✉
(xn)a1...am✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t (xn)a1...am✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xn r❡♣rés❡♥t❡
θn✱ ❡t θn ≻ λxλg(g)tn−1✱ ❞♦♥❝ (θn)a1...am ❡t ((a2)tn−1[a1/x, a2/g])a3...am ♣♦s✲
sè❞❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡✳ ▲❡ λ✲t❡r♠❡ tn−1[a1/x, a2/g] ♣r♦✈✐❡♥t
❞❡ θn✳ ❙♦✐t xn−1,a1,a2 ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ tn−1[a1/x, a2/g]✳ ▲❡
λ✲t❡r♠❡ ((a2)xn−1,a1,a2)a3...am ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ❡t s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s s♦♥t ♣❛r♠✐
xn−1,a1,a2 ✱ xn✱ ❡t f ✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ tr♦✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r s❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ✿
(f)δ ✭❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ s✬❛rrêt❡✮ ♦✉ (xn)b1...br ♦✉ (xn−1,a1,a2)b1...br✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t (xn−1,a1,a2)b1...br✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ xn−1,a1,a2 r❡♣rés❡♥t❡ tn−1[a1/x, a2/g]✱
❡t tn−1 ≻ (g)tn−2✱ ❞♦♥❝ (tn−1[a1/x, a2/g])b1...br ❡t ((a2)tn−2[a1/x, a2/g])b1...br
♣♦ssè❞❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡✳ ▲❡ λ✲t❡r♠❡ tn−2[a1/x, a2/g] ♣r♦✈✐❡♥t
❞❡ θn✳ ❙♦✐t xn−2,a1,a2 ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ tn−2[a1/x, a2/g]✳ ▲❡
λ✲t❡r♠❡ ((a2)xn−2,a1,a2)b1...br ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ❡t s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s s♦♥t ♣❛r♠✐
xn−2,a1,a2 ✱ xn−1,a1,a2 ✱ xn✱ ❡t f ✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ❛ q✉❛tr❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r s❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r✲
♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ✿ (f)δ ✭❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♦♥ s✬❛rrêt❡✮ ♦✉ (xn)c1...cs ♦✉ (xn−1,a1,a2)c1...cs
♦✉ (xn−2,a1,a2)c1...cs ✳✳✳ ❡t❝ ✳✳✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t (x0,d1,d2)e1...ek ❞✉r❛♥t
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x0,d1,d2 r❡♣rés❡♥t❡ t0[d1/x, d2/g]✱ ❡t t0 ≻ x✱ ❞♦♥❝
(t0[d1/x, d2/g])e1...ek ❡t (d1)e1...ek ♣♦ssè❞❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❀
❛❧♦rs ♦♥ ❞é♠❛rr❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ λ✲t❡r♠❡ (d1)e1...ek✳
▲❡ λ✲t❡r♠❡ (T )θnf ❡st rés♦❧✉❜❧❡✱ ❡t ♣♦ssè❞❡ (f)σ(τ) ❝♦♠♠❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡
têt❡✱ ❞♦♥❝ ❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✬❛rrêt❡ t♦✉❥♦✉rs s✉r ✉♥ (f)δ✳ ❖♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡
δ ≃β n✳
✸✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❖P➱❘❆❚❊❯❘❙ ❉❊ ▼■❙❊ ❊◆ ▼➱▼❖■❘❊
❉✬❛♣rès ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ (T )θnf ≻f (f)σ(τn) ❡st ❞é✲
❝♦♠♣♦sé❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡ n ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡
q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ n ✭❡t ♥♦♥ ❞❡ θn✮✳ ❙✐ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝✲
t✐♦♥s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ (xn)a1a2 ≻f (a2)xn−1,a1,a2 ❀
xi+1,a1,a2 ≻f (a2)ui,a1,a2 ✭i > 0✮ ❀ x0,a1,a2 ≻f a1✮ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✿ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s T ❡st ✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ss✐ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ IN✱
(T )xnf ≻f (f)δn ♦ù δn ≃β n✳ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❛ ✉t✐❧✐sé ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ❞❡
❝❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r s♦♥ t❤é♦rè♠❡✳
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ λ✲t❡r♠❡s ♥♦r♠❛✉① ❝❧♦s✳
❙♦✐❡♥t t ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❧♦s ❡t T ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ T ❡st ✉♥ ♦♣é✲
r❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r t ss✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ τt ≃β t✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t λ✲t❡r♠❡ θt ≃β t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ (T )θtf ≻f (f)σ(τt)
✭♦ù f ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ❙♦✐❡♥t D ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ λ✲t❡r♠❡s ♥♦r♠❛✉①
❝❧♦s ❡t T ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ T ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡
♣♦✉r D ss✐ ✐❧ ❡♥ ❡st ✉♥ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ t ❞❡ D✳
▲❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞✐r✐❣é ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡
s✉✐✈r❡ ❧❛ tr❛❝❡ ❞✬✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✉r❛♥t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡✳ ■❧ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡
❞♦♥♥é❡ ♣ré❝é❞❡♠❡♥t✳
❙♦✐t V ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧
❞✐r✐❣é✱ ♥♦té Λ[]✱ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✲ ❙✐ x ∈ V✱ ❛❧♦rs x ∈ Λ[] ❀
✲ ❙✐ x ∈ V✱ ❡t u ∈ Λ[]✱ ❛❧♦rs λxu ∈ Λ[] ❀
✲ ❙✐ u, v ∈ Λ[]✱ ❛❧♦rs (u)v ∈ Λ[] ❀
✲ ❙✐ t ∈ Λ ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ t❡❧ q✉❡ Fv(t) ⊆ {x1, ..., xn}✱ ❡t a1, ..., an ∈ Λ[]✱
❛❧♦rs [t] < a1/x1, ..., an/xn >∈ Λ[]✳
❯♥ λ[]✲t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [t] < a1/x1, ..., an/xn > ❡st ❞✐t ❜♦✐t❡ ❞✐r✐❣é❡ ♣❛r t✳ ❈❡tt❡
♥♦t❛t✐♦♥ r❡♣rés❡♥t❡✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧❡ λ✲t❡r♠❡ t ♦ù t♦✉t❡s s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s
x1, ..., xn s♦♥t r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r a1, ..., an✳ ▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ < a1/x1, ..., an/xn >
❡st ♥♦té❡ < a/x >✳ ❯♥ λ[]✲t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (λxu)v ❡st ❛♣♣❡❧é β✲r❡❞❡① ❀ u[v/x]
❡st s♦♥ ré❞✉✐t✳ ❯♥ λ[]✲t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [t] < a/x > ❡st ❛♣♣❡❧é []✲r❡❞❡① ❀ s♦♥
ré❞✉✐t R ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r t ✿
✲ ❙✐ t = xi (1 ≤ i ≤ n)✱ ❛❧♦rs R = ai ❀
✲ ❙✐ t = x 6= xi (1 ≤ i ≤ n)✱ ❛❧♦rs R = x ❀
✲ ❙✐ t = λxu✱ ❛❧♦rs R = λy[u] < a/x, y/x > ♦ù y 6∈ Fv(a) ❀
✲ ❙✐ t = (u)v✱ ❛❧♦rs R = ([u] < a/x >)[v] < a/x >✳
❊♥ ✐♥t❡r♣rét❛♥t ❧❛ ❜♦✐t❡ [t] < a1/x1, ..., an/xn > ♣❛r t[[a1/x1, ..., an/xn]] ✭❧❡ λ✲
t❡r♠❡ t ❛✈❡❝ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✮✱ ❧❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s♦♥t
❝❡❧❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❈❡ t②♣❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛ été ét✉❞✐é
✸✳✷✳ ▲❊ λ✲❈❆▲❈❯▲ ❉■❘■●➱ ✸✼
♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣❡rs♦♥♥❡s ❞❛♥s ✉♥ ❜✉t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥ ❝ré❡ ♣❛r ❧❛ β✲r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❡t ❞♦♥❝ ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❡♥tr❡ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞✐r✐❣é ❡st q✉❡ ✿ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❞✉✐t
❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❛♣rès ❝❤❛q✉❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ✏❡①é❝✉t❡✑ s❡✉❧❡✲
♠❡♥t ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s à ❧✬❛✈❛♥❝❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
❞✐r✐❣é ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ✭❧✬✐♥t❡r❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❡①♣❧✐❝✐t❡s✮ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞♦♥t ❧✬✉♥✐q✉❡ ❜✉t ❞✬ét✉❞✐❡r
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡✳
❙♦✐t u, v ∈ Λ[]✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ u ≻β[] v s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ v ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ u ♣❛r
q✉❡❧q✉❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✳
❖♥ ✈❛ é♥♦♥❝❡r✱ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡
♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✭✈♦✐r ❬✽❪✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶ ❙♦✐❡♥t t ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❧♦s✱ ❡t T ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s✳ T ❡st
✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r t ss✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ τt ≃β t✱ t❡❧ q✉❡
(T )[t]f ≻β[] (f)τt[[t1] < a1/x1 > /y1, ..., [tm] < am/xm > /ym]✳
P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ θt ≃β t ✉♥❡ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥ s♣é❝✐❛❧❡ Sθ s✉r ❧❡s ❜♦✐t❡s ❞✐r✐❣é❡s ♣❛r ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❞❡ t t❡❧❧❡ q✉❡
Sθ([t]) = θt ❡t s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ u ≻β[] v ❛❧♦rs Sθ(u) ≻f Sθ(v)✳
❉♦♥❝ (T )θtf ≻f (f)σ(τt)✳ P♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✣s❛♥t❡ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡
❡①♣❧✐q✉é❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳ ▲✬✉♥✐q✉❡ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡
τt ≃β t✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ τt ❡t θt✳
❙✐ t ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♥♦t❡ n(t) ✭r❡s♣✳ N(t)✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r s❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ✭r❡s♣✳ s❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✮✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞❡s ♦♣é✲
r❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✭✈♦✐r ❬✽❪✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✷ ✶✮ ❙♦✐❡♥t D ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ λ✲t❡r♠❡s ♥♦r♠❛✉① ❝❧♦s✱ T ❡t
T ′ ❞❡✉① λ✲t❡r♠❡s ❝❧♦s✳ ❙✐ T ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r D✱ ❡t
T ′ ≃β T ✱ ❛❧♦rs T
′ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r D✳
✷✮ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ λ✲t❡r♠❡s
♥♦r♠❛✉① ❝❧♦s ❡st ♥♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✳ ▼❛✐s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é✲
♠♦✐r❡ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ λ✲t❡r♠❡s ♥♦r♠❛✉① ❝❧♦s ❡st ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t é♥✉✲
♠ér❛❜❧❡✳
✸✮ ❈❤❛q✉❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ λ✲t❡r♠❡s ♥♦r♠❛✉① ❝❧♦s ❛②❛♥t ❞❡s ❢♦r♠❡s βη✲♥♦r♠❛❧❡s
❞✐st✐♥❝t❡s ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳
✹✮ ❙♦✐❡♥t t ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❧♦s✱ ❡t T ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s✳ ❙✐ ❚ ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r t✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① ❝♦♥st❛♥t❡s AT,t ❡t BT,t✱ t❡❧❧❡s
q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ θt ≃β t✱ n((T )θtf) ≤ AT,t.N(θt) +BT,t✳
✸✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❖P➱❘❆❚❊❯❘❙ ❉❊ ▼■❙❊ ❊◆ ▼➱▼❖■❘❊
✸✳✸ ▲❡s ❙✲♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡
▲❡s ❝♦♥st❛♥t❡s xi ❡t xi,a,b,c ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t r❡♣rés❡♥❡♥t
✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ♥♦♥ ❝❛❧❝✉❧és✳ ▲✬✉♥✐✲
❢♦r♠✐té ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ♣❡r♠❡t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡s
❝♦♥st❛♥t❡s ❧♦rq✉✬❡❧❧❡s ❛rr✐✈❡♥t ❡♥ têt❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❞✐s❝r✐♣t✐♦♥ ♣❧✉s é❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡s ❡♥t✐❡rs q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❞✐r❡ q✉✬✉♥ ❡♥t✐❡r ❡st s♦✐t é❣❛❧❡ à ③ér♦ s♦✐t
é❣❛❧❡ à ✉♥ s✉❝❝❡ss❡✉r✳ ❉✬♦ù ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
❙♦✐t {Xi}i≥0 ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
t❡r♠❡s ✭♥♦té ΛX✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✲ ❙✐ x ∈ V
⋃
{Xi}i≥0✱ ❛❧♦rs x ∈ ΛX ❀
✲ ❙✐ x ∈ V✱ ❡t u ∈ ΛX ✱ ❛❧♦rs λxu ∈ ΛX ❀
✲ ❙✐ u ∈ ΛX ✱ ❡t v ∈ ΛX ✱ ❛❧♦rs (u)v ∈ ΛX ❀
✲ ❙✐ n ∈ IN✱ ❡t a, b, c ∈ ΛX ✱ ❛❧♦rs Xn,a,b,c ∈ ΛX ✳
Xn,a,b,c ❡st ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ♥❡ ✜❣✉r❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s
a, b, c✳ ❊❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥♦♥ ❝❛❧❝✉❧é ❞❡ ✈❛❧❡✉r n✳ ▲❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
ΛX s♦♥t ❛♣♣❡❧és ❛✉ss✐ λX ✲t❡r♠❡s✳
❙♦✐t S ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♣♦✉r ❧❡ s✉❝❝❡ss❡✉r✳ ❯♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s T ❡st ❞✐t S✲♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ss✐ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ {Ui ≻f Vi}1≤i≤r t❡❧ q✉❡ ✿
✶✮ Ui ❡t Vi s♦♥t ❞❡s λX ✲t❡r♠❡s ❀
✷✮ U1 = (T )Xnf ❡t Vr = (f)τn ♦ù τn ❡st ✉♥ λX ✲t❡r♠❡ β✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à n ❀
✸✮ Vi = (Xn)abc ♦✉ Vi = (Xl,a,b,c)uvw (0 ≤ l ≤ n− 1) ❀
✹✮ ❙✐ Vi = (Xn)abc✱ ❛❧♦rs Ui+1 = (0)abc s✐ n = 0 ❡t Ui+1 = ((S)Xn−1,a,b,c)abc s✐
n 6= 0 ❀
✺✮ ❙✐ Vi = (Xl,a,b,c)uvw (0 ≤ l ≤ n − 1)✱ ❛❧♦rs Ui+1 = (0)uvw s✐ l = 0 ❡t
Ui+1 = ((S)Xl−1,u,v,w)uvw s✐ l 6= 0✳
❙♦✐t S1 = λnλxλf(f)((n)f)x ❡t S2 = λnλxλf((n)f)(f)x✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r
q✉❡ S1 ❡t S2 s♦♥t ❞❡✉① s✉❝❝❡ss❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✲
✜❡r ❛✉ss✐ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i, j ≤ 2✱ Ti ❡st ✉♥ Sj✲♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❥✬❛✐ ♦❜t❡♥✉ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✹✷❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✶ ❙✐ T ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡
❈❤✉r❝❤✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t s✉❝❝❡ss❡✉r S✱ T ❡st ✉♥ S✲♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳
▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❥✬❛✐ ♦❜t❡♥✉ ❛✉ss✐ ❧❡s ❞❡✉① t❤é♦✲
rè♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✭✈♦✐r ❬✹✷❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✷ T ❡st S1✲♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ss✐ T ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤✳
❙♦✐t TS = λx(x) a b 0 S ♦ù a = λxλyλz(z)x✱
b = λxλyλz((x)(z)(x)id id λx0)λx(S)(z)x✱ ❡t S ✉♥ s✉❝❝❡ss❡✉r✳
✸✳✸✳ ▲❊❙ ❙✲❖P➱❘❆❚❊❯❘❙ ❉❊ ▼■❙❊ ❊◆ ▼➱▼❖■❘❊ ✸✾
❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✸✳✸ TS ❡st S2✲♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♠❛✐s ♣❛s ✉♥ ♦♣ér❛✲
t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤✳
✹✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✸✳ ❖P➱❘❆❚❊❯❘❙ ❉❊ ▼■❙❊ ❊◆ ▼➱▼❖■❘❊
❈❤❛♣✐tr❡ ✹
❖♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥
♠é♠♦✐r❡ t②♣és
✹✳✶ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡
❙✐ ♦♥ ❡ss❛②❡ ❞❡ t②♣❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡
❈❤✉r❝❤✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ∀x{N [x] → ¬¬N [x]} q✉✐ ♥❡ ❧❡s
❝❛r❛❝tér✐s❡ ♣❛s ✭✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ T = λνλf(f)ν✮ ❝❛r ✐❧ ♥❡ ❢♦r❝❡ ♣❛s ❧✬✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞❡ τn ❡t θn✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♠♣ê❝❤❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ ♣r❡♠✐❡r N [x] ❞❡ ∀x{N [x]→ ¬¬N [x]} ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s s♦✉s✲t②♣❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❡
s❡❝♦♥❞✳ ❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r N [x] ♣❛r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ N ′[x] t❡❧❧❡ q✉❡ ✿ ♣♦✉r
t♦✉t n ∈ IN✱ ⊢AF2 n : N ′[sn(0)] ❡t ❧❡s s♦✉s✲t②♣❡s ✏❛❝t✐❢s✑ ❞❡ N ′[x] s❡ t❡r♠✐♥❡♥t
♣♦✉r ✉♥ s②♠❜♦❧❡ q✉✐ ♥❡ ✜❣✉r❡ ♣❛s ❞❛♥s N [x]✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ F ❞❡ AF2✱ ♦♥ ♥♦t❡ F g ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♠❡tt❛♥t
¬ ❞❡✈❛♥t ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ F ✭F g ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ●ö❞❡❧
❞❡ F ✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ Ng[x] = ∀X{¬X(0),∀y(¬X(y) → ¬X(sy)) → ¬X(x)}✳
❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❛ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✶✾❪ q✉❡ s✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ F ❡st ❞é♠♦♥tr❛❜❧❡ ❡♥ ❧♦✲
❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❛❧♦rs s❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ F g ❡st ❞é♠♦♥tr❛❜❧❡ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳
❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ⊢AF2 Ti : ∀x{Ng[x] → ¬¬N [x]} (i = 1 ♦✉ 2)✳ ❊t✱ ❞✬✉♥❡
♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❛ ❞é♠♦♥tré ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✶✾❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✶ ❙✐ ⊢AF2 T : ∀x{N
g[x]→ ¬¬N [x]}✱ ❛❧♦rs T ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤✳
❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❛ ❞♦♥♥é ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡
❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ AF2 ❡t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ ⊥✳ ❏✬❡♥ ❛✐ ❞♦♥♥é
❞❛♥s ❬✸✶❪ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣✉r❡♠❡♥t s②♥t❛①✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞✐r✐❣é✳
▲❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥tés ❥✉sq✉✬à ♠❛✐♥t❡✲
♥❛♥t ❞♦♥♥❡♥t t♦✉s ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❝❧♦s ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛t✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ❡st
✹✶
✹✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❖P➱❘❆❚❊❯❘❙ ❉❊ ▼■❙❊ ❊◆ ▼➱▼❖■❘❊ ❚❨P➱❙
❛♣♣❡❧é ♦♣ér❛t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ ✿ P❡✉t ♦♥
tr♦✉✈❡r ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥♦♥ ♣r♦♣r❡s ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ t②♣❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡
AF2 ❄
❏✬❛✐ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✸✵❪ q✉❡ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ♥♦♥ ♣r♦♣r❡s ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r
❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ❞❡ t②♣❡ ∀x{Ng[x]→ ¬¬N [x]}✳
❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ t❡❧s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ T = λν(ν)γD ♦ù
D = λuλv(u)λw(((ν)λy(((y)w)u)v)λxx)λgλkλl(l)λnλm(n)((g)n)m✱
γ = λf(((ν)λx(f)((((x)n)f)0)λxx)λxλyλzz✳
❏✬❛✐ ❝❛r❛❝tér✐sé ❞❛♥s ❬✸✵❪ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬♦♣ér❛t❡✉rs ♣r♦♣r❡s ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡
♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ♣❛r ❞❡s t②♣❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ s✐♠♣❧❡✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✶ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦✉r❛♥ts ✿ ❜♦♦❧é❡♥✱
❧✐st❡✱ ❛r❜r❡✱ ♣r♦❞✉✐t✱ s♦♠♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✳✳✳✳
✹✳✷ ●é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s
✹✳✷✳✶ ▲❡s t②♣❡s ∀+ ❡t ❧❡s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞❡ ●ö❞❡❧
❙✐ ♦♥ ❛♥❛❧②s❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✶✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉①
♣r♦♣r✐étés ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ t②♣❡ N [x] ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ▲❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✉ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❞❛♥s N [x]✳
✕ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s s♦✉s✲t②♣❡s ✏❛❝t✐❢s✑ ❞❡ Ng[x] s❡ t❡r♠✐♥❡♥t ♣❛s ⊥✳
❈❡❝✐ ♠✬❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡ rés✉❧t❛t à ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞✉ s②stè♠❡ AF2✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ t②♣❡s ❞✉ s②stè♠❡ AF2 ✭ ∀+ ❡t ∀−✮ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✲ ❙✐ A ❡st ✉♥ t②♣❡ ❛t♦♠✐q✉❡✱ ❛❧♦rs A ∈ ∀+✱ ❡t A ∈ ∀−✳
✲ ❙✐ A ∈ ∀+✱ ❡t B ∈ ∀−✱ ❛❧♦rs✱ B → A ∈ ∀+✱ ❡t A→ B ∈ ∀−✳
✲ ❙✐ A ∈ ∀+ ✭r❡s♣✳ A ∈ ∀−✮✱ ❛❧♦rs ∀xA ∈ ∀+ ✭r❡s♣✳ ∀xA ∈ ∀−✮✳
✲ ❙✐ A ∈ ∀+✱ ❛❧♦rs ∀XA ∈ ∀+✳
✲ ❙✐ A ∈ ∀−✱ ❡t X ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s A✱ ❛❧♦rs ∀XA ∈ ∀−✳
❉♦♥❝✱ A ❡st ∀+ ✭r❡s♣✳ ∀−✮ ss✐ ❧❡ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡st
♣♦s✐t✐❢ ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐❢✮ ❞❛♥s A✳
➚ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ X✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥s VX = {X1, ..., Xn} ❞❡ ♠ê♠❡ ❛r✐té q✉❡ X t❡❧ q✉❡ ✿ s✐ X 6= Y ✱
❛❧♦rs VX
⋂
VY = ∅✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ X ❞✬❛r✐té m ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ FX [x1, ..., xm] q✉✐ s❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛r ⊥ ❞♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s s♦♥t ♣❛r♠✐
x1, ..., xm ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ VX ✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ A✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ A∗ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✹✳✷✳ ●➱◆➱❘❆▲■❙❆❚■❖◆❙ ✹✸
✲ ❙✐ A =⊥✱ ❛❧♦rs A∗ = A✳
✲ ❙✐ A = X(t1, ..., tm)✱ ❛❧♦rs A∗ = FX [t1/x1, ..., tm/xm]✳
✲ ❙✐ A = B → C✱ ❛❧♦rs A∗ = B∗ → C∗✳
✲ ❙✐ A = ∀xB✱ ❛❧♦rs A∗ = ∀xB∗✳
✲ ❙✐ A = ∀XB✱ ❛❧♦rs A∗ = ∀X1...∀XnB∗ ♦ù VX = {X1, ..., Xn}✳
A∗ ❡st ❞✐t❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠é❡ ❞❡ ●ö❞❡❧ ❞❡ A✳
❙♦✐❡♥t T ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s✱ ❡t D,E ❞❡✉① t②♣❡s ❝❧♦s ❞✉ s②stè♠❡ AF2✳ ❖♥ ❞✐t
q✉❡ T ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ t②♣❡s (D,E)
ss✐ ♣♦✉r t♦✉t λ✲t❡r♠❡ ⊢AF2 t : D✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① λ✲t❡r♠❡s τt ❡t τ ′t ✱ t❡❧s q✉❡
τ ′t ≃β τt✱ ⊢AF2 τ
′
t : E✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t θt ≃β t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ t❡❧❧❡
q✉❡ (T )θtf ≻f (f)σ(τt) ✭♦ù f ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ❡st
✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ t②♣❡s (N [sn(0)], N [sn(0)])
♣♦✉r t♦✉t n ∈ IN✳
❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❡t ♠♦✐ ♠ê♠❡ ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✷✷❪ ❡t ❬✸✽❪ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶ ❙♦✐❡♥t D,E ❞❡✉① t②♣❡s ❝❧♦s ❡t ∀+ ❞✉ s②stè♠❡ AF2 t❡❧s q✉❡
E ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ⊥✳ ❙✐ ⊢AF2 T : D
∗ → ¬¬E✱ ❛❧♦rs T ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥
♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ t②♣❡s (D,E)✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ s②♥t❛①✐q✉❡ q✉❡ ❥✬❛✐ ❢❛✐t❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡s ❧❡♠♠❡s ✹✳✷✳✶ ❡t ✹✳✷✳✷ ❛✐♥s✐ q✉❡
s✉r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ très t❡❝♥❤✐q✉❡ ✭✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞✐r✐❣é✮ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s
❞❡ t②♣❡ D∗ → ¬¬E✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✶ ❙♦✐❡♥t A1, ..., An ❞❡s t②♣❡s q✉✐ s❡ t❡r♠✐♥❡♥t ♣❛r ⊥✱ A ✉♥ t②♣❡ ∀
+
q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ⊥✱ ❡t t ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧✳ ❙✐ x1 : A1, ..., xn : An ⊢AF2 t : A✱
❛❧♦rs ⊢AF2 t : A✳
▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✷ ❙♦✐❡♥t A ✉♥ t②♣❡ ∀+ ❡t t ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧✳ ❙✐ ⊢AF2 t : A✱
❛❧♦rs ⊢AF2 t : A
∗✳
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✏D,E s♦♥t ∀+✑ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t ❀ ❡♥
❡✛❡t✱ s♦✐tD = ∀X{∀Y (Y → X)→ X}✱ t = λx(x)λyy✱ ❡t T = λν(ν)λxλf(f)λy(y)x✳
D ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ t②♣❡ ∀+✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ⊢AF2 t : D✱ ⊢AF2 T : Dg →
¬¬D✱ ❡t T ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (D,D)✳
✹✳✷✳✷ ▲❡ s②stè♠❡ T T R
▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ AF2 ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❡①t❡♥s✐♦♥❡❧ ❀ ♦♥ ♣❡✉t
❝♦♥str✉✐r❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ s❡
❢❛✐t ❡♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ❞❡ P❡❛♥♦ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ▼❛✐s ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ✐♥t❡♥s✐♦♥❡❧
❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st très ❞✐✛ér❡♥t❡ ✿ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✭❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s tr♦✉✈❡r
✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ ∀x∀y{N [x], N [y]→ N [min(x, y)]} ✭min ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡
✹✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❖P➱❘❆❚❊❯❘❙ ❉❊ ▼■❙❊ ❊◆ ▼➱▼❖■❘❊ ❚❨P➱❙
❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s✮ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ AF2 q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ❡♥ t❡♠♣s O(min) ✶✳ ▲❡ s②stè♠❡ T T R ❞❡
▼✳ ♣❛r✐❣♦t ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ AF2 ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ré❝✉r✲
s✐✈❡s ❞❡s t②♣❡s✱ ❛②❛♥t ❝♦♠♠❡ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❝✐té
♣❧✉s ❤❛✉t✳
❙♦✐t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❡t A ✉♥ t②♣❡ ❞❡ AF2✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t
❧❡s ♥♦t✐♦♥s ✏X ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛♥s A✑ ❡t ✏X ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❛♥s A✑ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✿
✲ ❙✐ X ♥✬❛♣♣❛r❛✐t ♣❛s ❞❛♥s A✱ ❛❧♦rs X ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❡t ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❛♥s A✳
✲ ❙✐ A = X(t1, ..., tn)✱ ❛❧♦rs X ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛♥s A✱ ❡t X ♥✬❡st ♣❛s ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❛♥s
A✳
✲ ❙✐ A = B → C✱ ❛❧♦rs X ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐✈❡✮ ❞❛♥s A ss✐ X ❡st ♥é❣❛t✐✈❡
✭r❡s♣✳ ♣♦s✐t✐✈❡✮ ❞❛♥s B✱ ❡t X ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐✈❡✮ ❞❛♥s C✳
✲ ❙✐ A = ∀vB✱ ❡t v 6= X✱ ❛❧♦rs X ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐✈❡✮ ❞❛♥s A ss✐ X ❡st
♣♦s✐t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐✈❡✮ ❞❛♥s B✳
❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②♠❜♦❧❡ ❧♦✲
❣✐q✉❡ µ✱ ❡t ♦♥ ét❡♥❞ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐
A ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ C ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❝❛t n✲❛✐r❡ q✉✐ ❛♣♣❛r❛✐t ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t
❞❛♥s A✱ x1, ..., xn ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ❡t t1, ..., tn ❞❡s t❡r♠❡s✱ ❛❧♦rs
µCx1...xnA < t1, ..., tn > ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛♣♣❡❧é❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ A
❡♥ C ❝❛❧❝✉❧é s✉r ❧❡s t❡r♠❡s t1, ..., tn✳
❖♥ ét❡♥❞ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ✏X ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ❞❛♥s ✉♥ t②♣❡✑ ❡t ✏X ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ❞❛♥s ✉♥ t②✲
♣❡✑ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ X ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐✈❡✮ ❞❛♥s µCx1...xnA <
t1, ..., tn > ss✐ X ❡st ♣♦s✐t✐✈❡ ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐✈❡✮ ❞❛♥s A✳ ❊t ♦♥ ét❡♥❞ ❧❛ ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ C, x1, ..., xn s♦♥t ❧✐és ❞❛♥s ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
µCx1...xnA < t1, ..., tn >✳
❖♥ ❞é✜♥✐t s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ⊆ ♣❛r ✿ A ⊆ B ss✐ ❡❧❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡
♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

















A ⊆ D D ⊆ B
A ⊆ B
(µd) D[µCx1...xmD < z1, ..., zm > /C(z1, ..., zm)][t1/x1, ..., tm/xm] ⊆
µCx1...xmD < t1, ..., tm >
(µ′g) µCx1...xmD < t1, ..., tm >⊆
✶❘✳ ❉❛✈✐❞ ❛ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬✼❪ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❞❡ t②♣❡ N,N → N ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ F q✉✐ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ❡♥ t❡♠♣s O(min.Log(min))✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s s❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳
✹✳✷✳ ●➱◆➱❘❆▲■❙❆❚■❖◆❙ ✹✺
D[µCx1...xmD < z1, ..., zm > /C(z1, ..., zm)][t1/x1, ..., tm/xm]
(µg)
D[E/C(x1, ..., xm)] ⊆ E
µCx1...xmD < t1, ..., tm >⊆ E[t1/x1, ..., tm/xm]
✭✶✮ G ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♦✉ ✉♥ t❡r♠❡✳
✭✷✮ v ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s A✳
✭✸✮ v = w ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥✳
(µd) ❡t (µ′g) s♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡✱
❡t (µg) ❡①♣r✐♠❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ µCx1...xmD < t1, ..., tm > ❡st ✉♥ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡✳
▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞✉ s②stè♠❡ T T R ✭♣♦✉r ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ❚②♣❡s ❘é❝✉rs✐❢s✮ s♦♥t
❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✲ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ✭✶✮✱✳✳✳✱✭✽✮ ❞✉ s②stè♠❡ AF2✳
✲ (⊆)
Γ ⊢T T R t : A A ⊆ B
Γ ⊢T T R t : B
✳
✲ (Y )
Γ ⊢T T R t : ∀x1...∀xm[C(x1, ..., xm)→ E]→ ∀x1...∀xm[D → E]
Γ ⊢T T R (Y )t : ∀x1...∀xm[µCx1...xmD < x1, ..., xm >→ E]
♦ù C ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s E ❡t G✱ ❡t Y ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣✳
▲❛ rè❣❧❡ (Y ) ❡①♣r✐♠❡ ❛✉ss✐ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ µCx1...xmD < t1, ..., tm > ❡st ✉♥ ♣❧✉s
♣❡t✐t ♣♦✐♥t ✜①❡✳
▲❡ s②stè♠❡ T T R ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❬✺✷❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✷ ✶✮ ❙✐ Γ ⊢T T R t : A✱ ❡t t→β t
′✱ ❛❧♦rs Γ ⊢T T R t
′ : A ✭❝♦♥s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡✮✳
✷✮ ❙✐ Γ ⊢T T R t : A s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ rè❣❧❡ (Y )✱ ❛❧♦rs t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡
✭♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✮✳
✸✮ ❙✐ Γ ⊢T T R t : A✱ ❡t t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ✜①❡s ❞❡ A s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ ❛❧♦rs t ❡st
♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ✭♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✮✳
▲❡ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ré❝✉rs✐❢s ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ Nr[x] = µCz[∀X{X(0),∀y(C(y) →
X(sy)) → X(z)}] < x >✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ IN✱ n ❡st ❧❡
s❡✉❧ λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❧♦s ❞❡ t②♣❡ Nr[sn(0)]✳
❖♥ ét❡♥❞ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ∀+ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ✿ s✐ A ∈ ∀+✱ x1, ..., xn
s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉✱ t1, ..., tn ❞♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s✱ C ❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡
r❡❧❛t✐♦♥ n✲❛✐r❡ q✉✐ ❡st ♣♦s✐t✐❢ ❞❛♥s A✱ ❛❧♦rs µCx1...xnA < t1, ..., tn >∈ ∀+✳ ❖♥
ét❡♥❞ ❛✉ss✐ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥❞❡ ●ö❞❡❧ ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿
(µCx1...xnA < t1, ..., tn >)
∗ = µCx1...xnA
∗ < t1, ..., tn >✳
❙♦✐❡♥t T ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s✱ ❡t D,E ❞❡✉① t②♣❡s ❝❧♦s ❞✉ s②stè♠❡ T T R✳ ❖♥ ❞✐t
q✉❡ T ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ t②♣❡s (D,E)
ss✐ ♣♦✉r t♦✉t λ✲t❡r♠❡ ⊢T T R t : D✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① λ✲t❡r♠❡s τt ❡t τ ′t ✱ t❡❧s q✉❡
✹✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❖P➱❘❆❚❊❯❘❙ ❉❊ ▼■❙❊ ❊◆ ▼➱▼❖■❘❊ ❚❨P➱❙
τ ′t ≃β τt✱ ⊢T T R τ
′
t : E✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t θt ≃β t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ t❡❧❧❡
q✉❡ (T )θtf ≻f (f)σ(τt) ✭♦ù f ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳
❙♦✐❡♥t T ′1 = (Y )H ♦ù H = λxλy((y)δ)λz(G)(x)z✱ G = λxλy(x)λz(y)(s)z✱ ❡t
δ = λf(f)0 ❀ T ′2 = λν(ν)τρρ ♦ù τ = λdλf(f)0✱ ❡t ρ = λyλz(G)(y)zτz✱
❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t θn ≃β n✱ (Ti)θnf ≻f (f)(s)n0 ✭✈♦✐r ❬✸✼❪✮✳
❉♦♥❝✱ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ IN✱ T ′1 ❡t T
′
2 s♦♥t ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r
❧❡ ❝♦✉♣❧❡ (Nr[sn(0)], Nr[sn(0)])✳
❏✬❛✐ ♦❜t❡♥✉ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✸✼❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✸ ❙♦✐❡♥t D,E ❞❡✉① t②♣❡s ❝❧♦s ❡t ∀+ ❞✉ s②stè♠❡ T T R t❡❧s q✉❡
E ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ⊥✳ ❙✐ ⊢T T R T : D
∗ → ¬¬E✱ ❛❧♦rs T ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥
♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ t②♣❡s (D,E)✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ❡st très t❡❝♥❤✐q✉❡✳
✹✳✷✳✸ ▲❡ s②stè♠❡ AF2⊥
❆✈❡❝ ❧❡s t②♣❡s ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✹✳✷✳✶✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s t②♣❡r ❧❡ s✐♠♣❧❡
♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿ T = λνλf((ν)(Ti)νf)λxx ✭i = 1 ♦✉
2✮✳ ❈❡❝✐ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ T ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ν ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❞❡✉① ❛r❣✉♠❡♥ts ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡
à tr♦✐s ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❉♦♥❝ s✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ν ❡st ❞é❝❧❛ré❡ ❞❡ t②♣❡ N∗[x]✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ν s❡r❛ ✜①é ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r t♦✉t❡✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥
r❡♠♣❧❛❝❡ N∗[x] ❞❛♥s ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣❛r ✉♥ ❛✉tr❡
q✉✐ ♥❡ ❧✐♠✐t❡ ♣❛s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❣✉♠❡♥ts ❞❡ ν ❡t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s q✉✐ s❡ t❡r♠✐♥❡♥t ♣❛r ⊥✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞
♦r❞r❡ n✲❛✐r❡s s♣é❝✐❛❧❡s ♥♦té❡s ✿ X⊥, Y⊥, Z⊥✳✳✳✳✱ ❡t ❛♣♣❡❧é❡s ⊥✲✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❯♥ t②♣❡
A ❡st ❞✐t ⊥✲t②♣❡ ss✐ A s❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛r ⊥ ♦✉ ♣❛r ✉♥❡ ⊥✲✈❛r✐❛❜❧❡✳
❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❛✉ s②stè♠❡ AF2 ❧❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
(6′)
Γ ⊢ t : A
Γ ⊢ t : ∀X⊥A
✭✯✮ (7′)
Γ ⊢ t : ∀X⊥A
Γ ⊢ t : A[G/X⊥]
✭✯✯✮
✭✯✮ X⊥ ♥❡ ✜❣✉r❡ ♣❛s ❞❛♥s Γ ❡t ✭✯✯✮ G ❡st ✉♥ ⊥✲t②♣❡✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ AF2⊥ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡✳
➚ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ X✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ⊥✲ ✈❛r✐❛❜❧❡ X⊥✳ P♦✉r t♦✉t❡
❢♦r♠✉❧❡ A ❞✉ s②stè♠❡ AF2✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ A⊥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✲ ❙✐ A =⊥✱ ❛❧♦rs A⊥ = A ❀
✲ ❙✐ A = X(t1, ..., tn)✱ ♦ù X ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ n✲❛✐r❡✱ ❛❧♦rs A⊥ =
X⊥(t1, ..., tn) ❀
✹✳✷✳ ●➱◆➱❘❆▲■❙❆❚■❖◆❙ ✹✼
✲ ❙✐ A = B → C✱ ❛❧♦rs A⊥ = B⊥ → C⊥ ❀
✲ ❙✐ A = ∀xB✱ ❛❧♦rs A⊥ = ∀xB⊥ ❀
✲ ❙s✐ A = ∀XB✱ ❛❧♦rs A⊥ = ∀X⊥B⊥✳
❏✬❛✐ ♦❜t❡♥✉ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭✈♦✐r ❬✸✺❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✹ ❙♦✐❡♥t D,E ❞❡✉① t②♣❡s ❝❧♦s ❡t ∀+ ❞✉ s②stè♠❡ AF2 t❡❧s q✉❡
E ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ⊥✳ ❙✐ ⊢AF2⊥ T : D
⊥ → ¬¬E✱ ❛❧♦rs T ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡
❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ❞❡ t②♣❡s (D,E)✳
❏❡ s✐❣♥❛❧❡ ❡♥✜♥ q✉❡ ❈✳ ❘❛✛❛❧❧✐ ❛ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❬✺✼❪ ✉♥ rés✉❧t❛t s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ❞✉ s②stè♠❡ AF2✳
✹✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✹✳ ❖P➱❘❆❚❊❯❘❙ ❉❊ ▼■❙❊ ❊◆ ▼➱▼❖■❘❊ ❚❨P➱❙
❈❤❛♣✐tr❡ ✺
❚②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
▲❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s ✺✳✶ ❡t ✺✳✷ ♦♥t été ♦❜t❡♥✉ ❛✈❡❝ ❙✳ ❋❛r❦❤ ❞❛♥s ❧❡
❝❛❞r❡ ❞❡ s❛ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✳
✺✳✶ ❚②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧❡ts ❞✉ s②stè♠❡ AF2
▲❡ ❧❡♠♠❡ ❞✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡ AF2 st✐♣✉❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ S ❛♣♣❧✐✲
❝❛❜❧❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡ (λxu)v S u[v/x]✱ |A|S ❝♦♥t✐❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡
A✳ ◆♦✉s ❝❤❡r❝❤♦♥s ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❛ ✏ré❝✐♣r♦✲
q✉❡✑ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❢❛✉ss❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ❈❡s t②♣❡s ✭♦ù ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡s
♣❛rt✐❡s S✲s❛t✉ré❡s ❡st ❝♦♠♣❧èt❡✮ s♦♥t ❛♣♣❡❧és t②♣❡s S✲❝♦♠♣❧❡ts✳
❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ t②♣❡ ❝❧♦s A ❡st ≃βη✲❝♦♠♣❧❡t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t λ✲t❡r♠❡ t✱ t ∈ |A|≃βη
ss✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s t′ t❡❧ q✉❡ t ≃βη t′ ❡t ⊢AF2 t′ : A✳
▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❡st ❞û à ▲❛❜✐❜✲❙❛♠✐ ✭✈♦✐r ❬✷✺❪✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✶ ❙✐ A ❡st ✉♥ t②♣❡ ∀+ ❝❧♦s ❞✉ s②stè♠❡ F ✱ ❛❧♦rs A ❡st ≃βη✲
❝♦♠♣❧❡t✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❣é♥ér❛❧✐sé ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✉ s②stè♠❡ AF2 ✭✈♦✐r ❬✶✷❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✷ ❙✐ ❆ ❡st ✉♥ t②♣❡ ∀+ ❝❧♦s ❞✉ s②stè♠❡ AF2✱ ❛❧♦rs A ❡st ≃βη✲
❝♦♠♣❧❡t✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✶✳✶ ❙♦✐❡♥t A ✉♥ t②♣❡ ∀+ ❝❧♦s ❞✉ s②stè♠❡ AF2✱ ❡t t ✉♥ λ✲t❡r♠❡✳
❙✐ t ∈ |A|≃βη ✱ ❛❧♦rs t ❡st ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ❡t β✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s✳
❏❡ ✈❛✐s ❞♦♥♥❡r ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✷✳
✹✾
✺✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❚❨P❊❙ ❉❊ ❉❖◆◆➱❊❙
❙♦✐❡♥t Ω = {xi/i ∈ IN} ✉♥❡ é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ λ✲
❝❛❧❝✉❧✱ ❡t {Ai/i ∈ IN} ✉♥❡ é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ❞❡s t②♣❡s ∀− ❞❡ AF2✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ t②♣❡ ∀−
s❡ ré♣èt❡ ✉♥❡ ✐♥✜♥✐té ❞❡ ❢♦✐s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Γ− = {xi : Ai/i ∈ IN}✳
❙♦✐t u ✉♥ λ✲t❡r♠❡✱ t❡❧ q✉❡ Fv(u) ⊆ Ω✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ−u ❝♦♠♠❡
ét❛♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ Γ− ❛✉① ❞é❝❧❛r❛t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ Fv(u)✳ ▲❛ ♥♦t❛✲
t✐♦♥ Γ− ⊢AF u : B ❡①♣r✐♠❡ q✉❡ Γ−u ⊢AF u : B✳ ❖♥ ♣♦s❡ Γ
− ⊢βηAF u : B ss✐ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ u′✱ t❡❧ q✉❡ u ≃βη u′ ❡t Γ− ⊢AF u′ : B✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ Λ≃βη ✲♠♦❞è❧❡ M ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❡st |M| =
M0
≈E
✭ M0 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s✮✱ ♦♥
♥♦t❡ a ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t a ❞❡ |M| ❀
✕ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❛❞éq✉❛t R = P≃βη (Λ) ❀
✕ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ n✲❛✐r❡ f ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ fM
❞❡ |M|n ❞❛♥s |M| ❞é✜♥✐❡ ♣❛r fM(a1, ..., an) = f(a1, ..., an) ❀
✕ ▲✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ n✲❛✐r❡ P ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ PM
❞❡ |M|n ❞❛♥s P≃βη (Λ) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r PM(a1, ..., an) = {τ ∈ Λ : Γ
− ⊢βηAF τ :
P (a, ..., an)}✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ I s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿
✕ I(x) = x ❀
✕ I(X) = ΦX ✱ ♦ù ΦX ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ |M|n ❞❛♥s P≃βη (Λ) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
ΦX(a1, ..., an) = {τ ∈ Λ : Γ
− ⊢βηAF τ : X(a, ..., an)}✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ✭q✉✐ s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ s✉r ❧❡s t②♣❡s ∀+
❡t ∀−✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✷✳
▲❡♠♠❡ ✺✳✶✳✶ ❙♦✐❡♥t S ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡t τ ✉♥ λ✲t❡r♠❡✳
✭✐✮ ❙✐ S ❡st ∀+✱ ❡t τ ∈ |S|M,I ✱ ❛❧♦rs Γ
− ⊢βηAF τ : S✳
✭✐✐✮ ❙✐ S ❡st ∀−✱ ❡t Γ− ⊢βηAF τ : S✱ ❛❧♦rs τ ∈ |S|M,I ✳
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ∀+ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✶✳✷✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐❡♥t
D = ∀X{∀Y (Y → X) → X}✱ t = λx(x)(δ)δ✱ ♦ù δ = λx(x)x✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ t ∈ |D|≃βη ✱ ♠❛✐s t ♥✬❡st ♣❛s ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ✉♥ r❛✣♥❡♠❡♥t s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✷✳ ◆♦✉s ❝♦♠✲
♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t②♣❡ ♥♦té❡ B+✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❧❡s t②♣❡s ♣♦s✐t✐❢s ✭r❡s♣✳ ♥é❣❛t✐❢s✮✱ ♥♦tés ❡♥ ❛❜ré❣é
B+ ✭r❡s♣✳ B−✮ ✿
✕ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ❡st B+ ✭r❡s♣✳ B−✮ ❀
✕ ❙✐ A ❡st B+ ✭r❡s♣✳ B− q✉✐ ♥❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛s ♣❛r ✉♥ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
♦r❞r❡✮ ❡t B ❡st B− ✭r❡s♣✳ B+✮✱ ❛❧♦rs B → A ❡st B+ ✭r❡s♣✳ B−✮ ❀
✕ ❙✐ A ❡st B+✱ ❡t X ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✐ ✜❣✉r❡ ❞❛♥s A✱ ❛❧♦rs ∀XA ❡st
B+ ❀
✺✳✶✳ ❚❨P❊❙ ❉❊ ❉❖◆◆➱❊❙ ❈❖▼P▲❊❚❙ ❉❯ ❙❨❙❚➮▼❊ AF2 ✺✶
✕ ❙✐ A ❡st B−✱ ❛❧♦rs ∀xA ❡st B−✳
❖♥ ❞é✜♥✐t s✉r ❧❡s t②♣❡s ❞❡ AF2 ❧❡s ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s <′ ❡t ∼′ ❞❡ ❧❛ ♠❛✲
♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
∀xA <′ A[u/x]✱ s✐ u ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❀
∀XA <′ A[F/X(x1, ..., xn)]✱ s✐ F ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❀
A ∼′ B ss✐ A = C[u/x]✱ B = C[v/x]✱ ❡t u = v ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡
éq✉❛t✐♦♥✳
❙♦✐❡♥t ≤ ❡t ∼ ❧❡s ❝❧ôt✉r❡s ré✢❡①✐✈❡s ❡t tr❛♥s✐t✐✈❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ <′ ❡t ∼′✳ ❖♥
♥♦t❡ A < B ss✐ A ≤ B ❡t A 6= B✳
❖♥ ❞é✜♥✐t s✉r ❧❡s t②♣❡s ❞❡ AF2 ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ EsF
ss✐ F = E[t/x]✱ ♦ù t ✭r❡s♣✳ x✮ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✭r❡s♣✳ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ∼s ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥
❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s s ❡t ∼✳
❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ t②♣❡ B s❡ ❞étr✉✐t str✐❝t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥ t②♣❡ C ss✐ B < G✱ G ∼ Cn✱
❡t C ≤ C1 → (C2 → (...→ (Cn → D)...))✳
❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ t②♣❡ B+ ✭r❡s♣✳ B−✮ A s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✯✮ s✐✱ ❧♦rsq✉❡ B ❡t
C s♦♥t ❞❡✉① s♦✉s✲t②♣❡s ♥é❣❛t✐❢s ✭r❡s♣✳ ♣♦s✐t✐❢s✮ ❞❡ A✱ ♠♦❞✉❧♦ ∼s✱ ❛❧♦rs B ♥❡ s❡
❞étr✉✐t ♣❛s str✐❝t❡♠❡♥t ❛✈❡❝ C✳
❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ t②♣❡ A ❡st ✉♥ ❜♦♥ t②♣❡ ♣♦s✐t✐❢ ✭r❡s♣✳ ❜♦♥ t②♣❡ ♥é❣❛t✐❢✮✱ ♥♦té ❡♥
❛❜ré❣é B+ ✭r❡s♣✳ B−✮ s✬✐❧ ❡st B+ ✭r❡s♣✳ B−✮ ❡t s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✯✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✸ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s t②♣❡s B+ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞❡ ❏✳✲▲✳
❑r✐✈✐♥❡✳
P♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❞❡ t②♣❡s ≻f ✲❝♦♠♣❧❡ts✱ ♦♥ ❡st ❛♠❡♥é à ❞♦♥✲
♥❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ t②♣❡ ❝❧♦s A ❡st ≻f ✲❝♦♠♣❧❡t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t λ✲t❡r♠❡ t✱ t ∈ |A|≻f ss✐
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s t′ t❡❧ q✉❡ t→β t′ ❡t ⊢AF2 t′ : A✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✶✷❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✹ ❙✐ ❆ ❡st ✉♥ t②♣❡ B+ ❝❧♦s ❞✉ s②stè♠❡ AF2✱ ❛❧♦rs A ❡st ≻f ✲
❝♦♠♣❧❡t✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ✿
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✶✳✷ ❙♦✐❡♥t A ✉♥ t②♣❡ B+ ❝❧♦s ❞✉ s②stè♠❡ AF2✱ ❡t t ✉♥ λ✲t❡r♠❡✳
❙✐ t ∈ |A|≻f ✱ ❛❧♦rs t ❡st ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ❡t s❡ ré❞✉✐t ♣❛r β✲ré❞✉❝t✐♦♥ à ✉♥ t❡r♠❡
❝❧♦s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❛✉ss✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ✐♠♣♦rt❛♥t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✶✷❪✮ ✿
✺✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❚❨P❊❙ ❉❊ ❉❖◆◆➱❊❙
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✶✳✸ ❙✐ A ❡st ✉♥ t②♣❡ B+ ❝❧♦s ❞✉ s②stè♠❡ AF2✱ ❛❧♦rs |A|≻f ❡st
st❛❜❧❡ ♣❛r β✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ✭✐✳❡ s✐ t ∈ |A|≻f ❡t t ≃β t
′✱ ❛❧♦rs t′ ∈ |A|≻f ✮✳
❖♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s s✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✹ ♣r♦✈✐❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉① ❢❛✐ts ✿
✕ ▲❡s t②♣❡s B+ s❡ ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❞✉r❛♥t ✉♥❡ η✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✭t❤é♦ré♠❡ ✺✳✶✳✺✮✳
✕ ❯♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞✬❛❞éq❛t✐♦♥ ✭t❤é♦ré♠❡ ✺✳✶✳✻✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✺ ❙♦✐❡♥t A ✉♥ t②♣❡ B+ ❡t τ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s✳
❙✐ ⊢AF2 τ : A ❡t τ →βη τ
′✱ ❛❧♦rs ⊢AF2 τ
′ : A✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✻ ❙♦✐❡♥t M ✉♥ Λ≻f ✲♠♦❞è❧❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ E✱ ❡t I
✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳ ❙✐ x1 : B1, ..., xn : Bn ⊢AF2 t
′ : A✱ t ≃β t
′✱ ❡t ui ∈ |Bi|M,I
✭1 ≤ i ≤ n✮✱ ❛❧♦rs t[u1/x1, ..., un/xn] ∈ |A|M,I ✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥ t②♣❡ B+ s♦♥t t♦✉t❡s
♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✹✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✉♥ t②♣❡ A ❞✉ s②stè♠❡ F ❡st B+ ss✐ A ❡st ∀+ ❡t ♣r♦♣r❡ ✭❝✳à✳❞✳
♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲t②♣❡ ∀XB ❞❡ A ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❡st ❧✐❜r❡ ❞❛♥s B✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt ✉♥
t②♣❡ ❡st ≻f ✲❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s AF2 ss✐ ✐❧ ❡st ≻f ✲❝♦♠♣❧❡t ❞❛♥s F ✳
❉✬♦ù ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✼ ❙✐ A ❡st ✉♥ t②♣❡ ∀+ ❝❧♦s ❡t ♣r♦♣r❡ ❞✉ s②stè♠❡ F ✱ ❛❧♦rs A ❡st
≻f ✲❝♦♠♣❧❡t✳
❖♥ ❛ ❞✬❛✉tr❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ t②♣❡s ≻f ✲❝♦♠♣❧❡ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡ ❧❡ t②♣❡
S = ∀X{∀Y (Y → X) → Id}✱ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ t ∈ |S|≻f ss✐ t →β λxid ❡t
⊢F λxid : S✳
▲❡ ♣♦✐♥t ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✹ ❡st ❧❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s
t②♣❡s ♣❛r η✲ré❞✉❝t✐♦♥✳ P♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛❥♦✉t❡r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②✲
♣❛❣❡ ❛✉ s②stè♠❡ AF2 ♣♦✉r ❛✈♦✐r ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❛✜♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉s ❧❡s
t②♣❡s ∀+ s♦♥t ≻f ✲❝♦♠♣❧❡ts✳
❖♥ ❞é✜♥✐t s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞❡ AF2 ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ♥♦té❡ ⊆ ♣❛r ✿ A ⊆ B ss✐
❡❧❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
A ⊆ A
∀ξ(C → D) ⊆ ∀ξC → ∀ξD
C ′ ⊆ C D ⊆ D′
C → D ⊆ C ′ → D′





✱ ξ ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s A




✱ u = v ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ E
❖♥ ❞é❝r✐t ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ♥♦téAF2⊆ ❞♦♥t ❧❡s t②♣❡s s♦♥t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ AF2 ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(⊆)
Γ ⊢AF2⊆ t : A A ⊆ B
Γ ⊢AF2⊆ t : B
▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ AF2⊆ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❬✶✵❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✽ ✶✮ ❙✐ Γ ⊢AF2⊆ t : A✱ ❡t t→βη t
′✱ ❛❧♦rs Γ ⊢AF2⊆ t
′ : A ✭t❤é♦✲
rè♠❡ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡✮✳
✷✮ ❙✐ Γ ⊢AF2⊆ t : A✱ ❛❧♦rs t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ♥♦r♠❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré ❛✉ss✐ q✉❡ ✭✈♦✐r ❬✶✵❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✾ ❙✐ Γ ⊢AF2⊆ t : A✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ u t❡❧ q✉❡ u→η t
❡t Γ ⊢AF2 u : A✳
❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ t②♣❡ A ❡st ≻′f ✲❝♦♠♣❧❡t s✐✱ ♣♦✉r t♦✉t t❡r♠❡ t✱ t ∈ |A|≻f ss✐ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s t′ t❡❧ q✉❡ t→β t′ ❡t ⊢AF2⊆ t
′ : A✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✶✵❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✶✵ ❙✐ A ❡st ✉♥ t②♣❡ ∀+ ❝❧♦s ❡t ♣r♦♣r❡ ❞✉ s②stè♠❡ F ✱ ❛❧♦rs A
❡st ≻′f ✲❝♦♠♣❧❡t✳
✺✳✷ ❚②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s②♥t❛①✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ F
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ à ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ F ✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ t②♣❡ ❡♥tré❡ ❡t s♦rt✐❡✳
❚②♣❡ ❡♥tré❡ ✿ ❯♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ t❡st❡r s✐ ❧❡s ❡♥tré❡s s♦♥t ❜✐❡♥
t②♣é❡s✱ ❝✬❡st à ❞✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ ❡♥tré❡ ❞♦✐t êtr❡ ❞é❝✐❞❛❜❧❡✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❞♦♥❝ ✉♥ t②♣❡ ❡♥tré❡ ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ t②♣❡ ❞♦♥t t♦✉t❡s s❡s ❞é♠♦♥s✲
tr❛t✐♦♥s s❡ ❢♦♥t ❞❛♥s ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ✭♥♦té❡ F0✮ ❞✉ s②stè♠❡ F ✳
✺✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❚❨P❊❙ ❉❊ ❉❖◆◆➱❊❙
❚②♣❡ s♦rt✐❡ ✿ ❙✐ E✱ S s♦♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞✉ s②stè♠❡ F ✱ ❡t t ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s t❡❧
q✉❡ ⊢F t : E → S✱ ❛❧♦rs t ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ à ✉♥ é❧é♠❡♥t
❞❡ Λ(E) ✭❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡ ❊✮ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ Λ(S)✳ P♦✉r
♥♦✉s✱ ❧❛ s♦rt✐❡ ❞♦✐t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧✬❡♥tré❡✳ ▲❡s s❡✉❧s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✭❢♦♥❝t✐♦♥s✮ q✉✐ ♥❡
t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❡✉rs ❛r❣✉♠❡♥ts ✭❡♥tré❡s✮ s♦♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♥st❛♥t❡s
✭✐✳❡ ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λxt ♦ù t ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s✮✳ ❊♥ ❢♦r♠❛❧✐s❛♥t ❧❡s
t②♣❡s q✉✐ ✈ér✐✜❡♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥
t②♣❡ s♦rt✐❡ ❡st ✉♥ t②♣❡ ❝❧♦s S t❡❧ q✉❡ s✐ ⊢ λxt : ∀X(X → S) ✭t ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡
♥♦r♠❛❧✮✱ ❛❧♦rs x ❡st ♥♦♥ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s t✳
❙♦✐t O ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ t②♣❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ s✉✐✲
✈❛♥t❡ ✿
❯♥ t②♣❡ ❝❧♦s S ✭♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ O✮ ❡st ✉♥ t②♣❡ s♦rt✐❡ ss✐ ♣♦✉r
t♦✉t λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ t✱ s✐ α : O ⊢F t : S ❛❧♦rs α 6∈ Fv(t)✳
❖♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s t②♣❡s Id✱ B ❡t N s♦♥t ❞❡s t②♣❡s s♦rt✐❡s
♠❛✐s ❧❡ t②♣❡ N → N ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡s t②♣❡s
s♦rt✐❡s ✭✈♦✐r ❬✶✸❪✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✶ ❙✐ S ❡st ✉♥ t②♣❡ ∀+✱ ❛❧♦rs S ❡st ✉♥ t②♣❡ s♦rt✐❡✳
▲❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✈r❛✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t ✐❧ s✉✣t ❞❡
❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ t②♣❡ S = ∀X{∀Y (Y → X)→ Id}✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭✈♦✐r ❬✶✸❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✷ ❯♥ t②♣❡ ❝❧♦s S ❡st ✉♥ t②♣❡ s♦rt✐❡ ss✐ ♣♦✉r t♦✉t λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧
t ❡t ♣♦✉r t♦✉s t②♣❡s A1✱✳✳✳✱ Ar q✉✐ s❡ t❡r♠✐♥❡♥t ♣❛r O✱ s✐ x1 : A1, ..., xr : Ar ⊢F
t : S✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ i ≤ r✱ xi 6∈ Fv(t)✳
❙✐ A ❡t B s♦♥t ❞❡✉① t②♣❡s ❞✉ s②stè♠❡ F ✱ ❛❧♦rs ❧❡ t②♣❡ A ∧ B = ∀X{(A →
(B → X)) → X} ❡st ❞✐t t②♣❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ A ❡t B✱ ❧❡ t②♣❡ A ∨ B = ∀X{(A →
X) → ((B → X) → X)} ❡st ❞✐t t②♣❡ s♦♠♠❡ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ A ❡t B✱ ❡t ❧❡ t②♣❡
LA = ∀X{X → [(A→ (X → X))→ X]} ❡st ❞✐t t②♣❡ ❧✐st❡ ❞✬♦❜❥❡t ❞❡ A✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✷✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ✭✈♦✐r ❬✶✸❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✸ ❙✐ A ❡t B s♦♥t ❞❡s t②♣❡s s♦rt✐❡s✱ ❛❧♦rs A ∧B✱ A ∨B✱ ❡t LA
s♦♥t ❞❡s t②♣❡s s♦rt✐❡s✳
❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❛ ❞é✜♥✐ ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❞✉ s②stè♠❡ F ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡s t②♣❡s
❝❧♦s A t❡❧s q✉❡ |A| 6= ∅ ❡t t♦✉t t❡r♠❡ t ∈ |A| s❡ ré❞✉✐t ♣❛r β✲ré❞✉❝t✐♦♥ à ✉♥
t❡r♠❡ ❝❧♦s✳ ■❧ ❛ ♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✶✾❪ q✉❡ ❧❡s t②♣❡s Id✱ B ❡t N s♦♥t ❞❡s t②♣❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✶✸❪✮✳
✺✳✷✳ ❚❨P❊❙ ❉❊ ❉❖◆◆➱❊❙ ❙❨◆❚❆❳■◗❯❊❙ ❉❯ ❙❨❙❚➮▼❊ F ✺✺
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✹ ❙✐ A ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❛❧♦rs A ❡st ✉♥ t②♣❡ s♦rt✐❡✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ s②stè♠❡ F0 ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ F s❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥
❞✉ q✉❛♥t✐✜❛t❡✉r✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t②♣❛❜✐❧✐té ❞✬✉♥ λ✲t❡r♠❡
♥♦r♠❛❧ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ F0 ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡✳
❯♥ t②♣❡ ❝❧♦s E ❞✉ s②stè♠❡ F ❡st ❞✐t ❡♥tré❡ s✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐
t ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ t❡❧ q✉❡ ⊢F t : E✱ ❛❧♦rs ⊢F0 t : E✳
❖♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s t②♣❡s Id✱ B ❡t N s♦♥t ❞❡s t②♣❡s ❡♥tré❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡s t②♣❡s ❡♥tré❡s ✭✈♦✐r ❬✶✸❪✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✺ ❙✐ A ❡st ✉♥ t②♣❡ ∀+✱ ❛❧♦rs A ❡st ✉♥ t②♣❡ ❡♥tré❡✳
❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ t②♣❡ ❝❧♦s D ❞✉ s②stè♠❡ F ❡st ✉♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s②♥t❛①✐q✉❡ s✬✐❧
❡st à ❧❛ ❢♦✐s ✉♥ t②♣❡ ❡♥tré❡ ❡t s♦rt✐❡✳
❉✬❛♣rès ❧❡s t❤é♦rè♠❡s ✺✳✷✳✶ ❡t ✺✳✷✳✺ ♦♥ ❛ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✻ ❙✐ D ❡st ✉♥ t②♣❡ ❝❧♦s ∀+ ❞✉ s②stè♠❡ F ✱ ❛❧♦rs D ❡st ✉♥ t②♣❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s s②♥t❛①✐q✉❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✶✸❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✼ ❙✐ E ❡st ✉♥ t②♣❡ ❡♥tré❡ ❞✉ s②stè♠❡ F ✱ ❛❧♦rs E ❡st ✉♥ t②♣❡
s♦rt✐❡✳
❉♦♥❝ ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s②♥t❛①✐q✉❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s t②♣❡s s♦rt✐❡s✳ ❈❡❝✐
♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✽ ❙✐ A ❡t B s♦♥t ❞❡s t②♣❡s ❡♥tré❡s✱ ❛❧♦rs A∧B✱ A∨B✱ ❡t LA
s♦♥t ❞❡s t②♣❡s ❡♥tré❡s✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✼ ♥♦✉s ❛ ❝♦♥❞✉✐t à r❡❣❛r❞❡r ❧❛ ré❝✐♣r♦q✉❡✳ ◆♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é✲
♠♦♥tré ❞❛♥s ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ♦ù ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❛ rè❣❧❡
❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ s②stè♠❡ FF ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡ s②s✲
tè♠❡ F ♦ù ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ✿
Γ ⊢FF t : ∀XA
Γ ⊢FF t : A[G/X]
♦ù A = ∀X0(A1 → ∀X1(A2 → ... → ∀Xn−1(An → ∀XnY )...))✱ ❛✈❡❝ Y = X
♦✉ ❧✬✉♥ ❞❡s Ai s❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛r X✳
❆❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✶✸❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✷✳✾ E ❡st ✉♥ t②♣❡ s♦rt✐❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ FF ss✐ E ❡st ✉♥ t②♣❡
❡♥tré❡✳
❖♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s s✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣ré❝é❞❡♥t ❡st ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ F ✳
✺✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❚❨P❊❙ ❉❊ ❉❖◆◆➱❊❙
✺✳✸ ▲❡s I✲t②♣❡s ❞✉ s②stè♠❡ F
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s λI✲t❡r♠❡s ✭♥♦té ΛI✮ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✿
✕ ❙✐ x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs x ∈ ΛI✳
✕ ❙✐ u, v ∈ ΛI✱ ❛❧♦rs (u)v ∈ ΛI✳
✕ ❙✐ u ∈ ΛI ❡t x ❡st ❧✐❜r❡ ❞❛♥s u✱ ❛❧♦rs λxu ∈ ΛI✳
❯♥ λ✲t❡r♠❡ q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ λI✲t❡r♠❡ ❡st ❞✐t λK✲t❡r♠❡✳
▲❡ λI✲❝❛❧❝✉❧ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❬✷❪✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✳✶ ✶✮ ❙✐ t ∈ ΛI✱ ❡t t→βη t
′✱ ❛❧♦rs t′ ∈ ΛI ❡t Fv(t) = Fv(t′)✳
✷✮ ❯♥ λI✲t❡r♠❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ss✐ ✐❧ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳
✸✮ ❖♥ ♣❡✉t ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❡♥ λI✲❝❛❧❝✉❧ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s✳
▲❡s t②♣❡s ❞✉ s②stè♠❡ F q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦✉r❛♥ts s♦♥t t♦✉s
❤❛❜✐tés ♣❛r ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ λK✲t❡r♠❡✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ ✿ P❡✉t✲♦♥ r❡♣rés❡♥t❡r
❧❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦✉r❛♥ts ♣❛r ❞❡s t②♣❡s ❞✉ s②stè♠❡ F ❤❛❜✐tés ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
♣❛r ❞❡s λI✲t❡r♠❡s ❄
❯♥ t②♣❡ ❝❧♦s D ❞✉ s②stè♠❡ F ❡st ❞✐t I✲t②♣❡ ss✐ s✐ t ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s β✲♥♦r♠❛❧
t❡❧ q✉❡ ⊢F t : D✱ ❛❧♦rs t ❡st ✉♥ λI✲t❡r♠❡✳
❏✬❛✐ ♦❜t❡♥✉ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✹✼❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✳✷ ❙✐ D ❡st ✉♥ I✲t②♣❡ ❞é♠♦♥tr❛❜❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ F ✱ ❛❧♦rs D ∈ ∀+✳
▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿
✯ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st très t❡❝❤♥✐q✉❡ ✿ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ q✉✐ s✐ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ∀ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ s✉r ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛s ♣❛r λ ❞❛♥s ✉♥
t②♣❛❣❡ ❞✬✉♥ λI✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❧♦s ❞❡ t②♣❡ D✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ λI✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧
t ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ α t❡❧ q✉❡ α : O ⊢F t : D ✭O ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡
t②♣❡✮✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡ λ✲t❡r♠❡ t[0/α] ❡st ♥♦r♠❛❧ ✭❝❛r α ❡st ❡♥ ♣♦st✐♦♥
❞✬❛r❣✉♠❡♥t✮ ❞❡ t②♣❡ D ❡t ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ λI✲t❡r♠❡✳
✯ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ét❛♣❡ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✿ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ λI✲t❡r♠❡
♥♦r♠❛❧ ❝❧♦s ❞❡ t②♣❡ D s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ∀ s✉r ✉♥ ❞❡ s❡s
s♦✉s✲t❡r♠❡s q✉✐ ♥❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛s ♣❛r λ✱ ❛❧♦rs D ❡st ∀+✳
❖♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s I✲t②♣❡s ❞é♠♦♥tr❛❜❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ F s❛♥s q✉❛s✐♠❡♥t ❝❡✉①
❞✉ s②stè♠❡ ❞❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s✳
❏✬❛✐ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬✹✼❪ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s I✲t②♣❡s ❞é♠♦♥tr❛❜❧❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♣❧✉s
❞❡✉① q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✳✸ ❙✐ D ❡st ✉♥ I✲t②♣❡ ❞é♠♦♥tr❛❜❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ F ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥
s❡✉❧ q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r✱ ❛❧♦rs D = ∀X{X → X}✳
✺✳✸✳ ▲❊❙ I✲❚❨P❊❙ ❉❯ ❙❨❙❚➮▼❊ F ✺✼
❙✐ B,A s♦♥t ❞❡s t②♣❡s✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ ♦♥ ♥♦t❡ Bn → A ❧❡ t②♣❡
B, ..., B → A ♦ù B ❡st ré♣été n ❢♦✐s✳ ❙✐ X ❡t Y s♦♥t ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t②♣❡s✱
❛❧♦rs ♦♥ ♥♦t❡ ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ∀X∀Y A ❡t ∀Y ∀XA ♣❛r ∀X,Y A✳
❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✸✳✹ ❙✐ D ❡st ✉♥ I✲t②♣❡ ❞é♠♦♥tr❛❜❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ F ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡✉①
q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✱ ❛❧♦rs D = ∀X,Y {[(Y → Y )n → X]→ X}✱ D = ∀X{(∀Y (Y →
Y ) → X) → X}✱ D = ∀X,Y {Y, (Y n → X) → X} ♦✉ D = ∀X,Y {(Y n →
X), Y → X}✳
❙✐ D ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♥♦t❡ Λ(D) = {t βη✲♥♦r♠❛❧ ❝❧♦s ✴ ⊢F t : D}✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✺✳✸✳✶ ❙✐ D ❡st ✉♥ I✲ t②♣❡ ❞✉ s②stè♠❡ F ❝♦♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉①
q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉rs✱ ❛❧♦rs card(Λ(D)) ≤ 1✳
❈❡❝✐ ♠✬❛ ❝♦♥❞✉✐t à ❝♦♥❥❡❝t✉r❡r ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t ✿
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✿ ❙✐ D ❡st ✉♥ I✲t②♣❡ ❞✉ s②stè♠❡ F ✱ ❛❧♦rs card(Λ(D)) ≤ 1✳
✺✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✺✳ ❚❨P❊❙ ❉❊ ❉❖◆◆➱❊❙
❈❤❛♣✐tr❡ ✻
❙②stè♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s
✻✳✶ ❙②stè♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r
❯♥ s②stè♠❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞ ❂ d0, d1, ..., dn, ... ❞❡ λ✲t❡r♠❡s ❝❧♦s βη✲
♥♦r♠❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts✳
❯♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s Sd ❡st ❞✐t s✉❝❝❡ss❡✉r ♣♦✉r d ss✐ ✿ (Sd)dn ≃β dn+1 ♣♦✉r t♦✉t
n ∈ IN✳ ❯♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s Pd ❡st ❞✐t ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♣♦✉r d ss✐ ✿ (Pd)dn+1 ≃β dn
♣♦✉r t♦✉t n ∈ IN✳ ❯♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s Zd ❡st ❞✐t t❡st à ③ér♦ ♣♦✉r d ss✐ ✿ (Zd)d0 ≃β 1
❡t (Zd)dn+1 ≃β 0 ♣♦✉r t♦✉t n ∈ IN✳
❆✈❡❝ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❍✳ ❇❛r❡♥❞r❡❣t ✭✈♦✐r ❬✷❪✮ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❡♥t✐❡rs q✉✐ ♣♦s✲
sè❞❡ ✉♥ s✉❝❝❡ss❡✉r ❡t ✉♥ t❡st à ③ér♦ ❡st ❛♣♣❡❧é s②stè♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡t ✉♥ s②stè♠❡
♥✉♠ér✐q✉❡ q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡st ❛♣♣❡❧é s②stè♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛❞éq✉❛t✳
❙✐❣♥❛❧♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ♥♦s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❍✳
❇❛r❡♥❞r❡❣t ❡st ❧❡ ❢❛✐t ❞✬✐♠♣♦s❡r ❛✉① λ✲t❡r♠❡s di ❞✬êtr❡ ♥♦r♠❛✉① ❡t ❞✐st✐♥❝ts✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❡①❛❝t❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♥✉♠ér✐q✉❡ ❝❛❧❝✉❧é❡ s✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳
❈❤❛q✉❡ s②stè♠❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡♥
λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s t♦t❛❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛✲
♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ φ : INp → IN ❡st ❞✐t❡ λ✲❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s②s✲
tè♠❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ❞ ss✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s Fφ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n1, ..., np ∈ IN ✿
(Fφ)dn1 ...dnp ≃β dφ(n1,...,np) s✐ φ(n1, ..., np) ❡st ❞é✜♥✐ ❀
(Fφ)dn1 ...dnp ❡st ♥♦♥ rés♦❧✉❜❧❡ s✐ φ(n1, ..., np) ❡st ♥♦♥ ❞é✜♥✐✳
❍✳ ❇❛r❡♥❞r❡❣t ❛ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✷❪ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✶✳✶ ❯♥ s②stè♠❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ❞ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛❞éq✉❛t ss✐
t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ré❝✉rs✐✈❡s ♣❛rt✐❡❧❧❡s s♦♥t λ✲❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❛♥s ❞✳
✺✾
✻✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ◆❯▼➱❘■◗❯❊❙
❖♥ ♥❡ tr♦✉✈❡ ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✭♥♦t❛♠❡♥t ❞❛♥s ❬✷❪✮ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡s s②s✲
tè♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♥♦♥ ❛❞éq✉❛ts✳ ❈❡❝✐ ♠✬❛ ❛♠❡♥é à ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡s tr♦✐s t❤é♦rè♠❡s
s✉✐✈❛♥ts ✭✈♦✐r ❬✹✶❪✮ ✿
P♦✉r t♦✉t n ∈ IN✱ ♦♥ ♥♦t❡ an = λx1...λxnid ❡t a = a0, a1, ...✳
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✶✳✷ a ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❡♥t✐❡rs q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s✉❝❝❡ss❡✉r ❡t ✉♥
♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♠❛✐s ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ✉♥ t❡st à ③ér♦✳
❙♦✐❡♥t b0 =< 1, id > ❡t ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ bn =< 0, an−1 >✳
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✶✳✸ b ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❡♥t✐❡rs q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s✉❝❝❡ss❡✉r ❡t ✉♥
t❡st à ③ér♦ ♠❛✐s ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ✉♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳
❙♦✐t ❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ λ✲t❡r♠❡s ♥♦r♠❛✉① ❝❧♦s ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❡r♠❡
❝❧♦s A t❡❧ q✉❡ ✿ (A)id ≃β e1 ❡t (A) < ... << id, e1 >, e2 >, ..., en >) ≃β en+1
♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✳ ❙♦✐t c0 = id ❡t ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 1✱ cn =< cn−1, en >✳
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✶✳✹ c ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❡♥t✐❡rs q✉✐ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t ✉♥
t❡st à ③ér♦ ♠❛✐s ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ✉♥ s✉❝❝❡ss❡✉r✳
❈❡s tr♦✐s t❤é♦rè♠❡s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s✉❝❝❡ss❡✉r✱ ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ❡t t❡st
à ③ér♦ s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❏❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t ✿
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✿ ■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ✉♥❛✐r❡s f, g t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
♣♦✉r t♦✉t s②stè♠❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ❞✱ f, g s♦♥t λ✲❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ss✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
ré❝✉rs✐✈❡s s♦♥t λ✲❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❛♥s ❞✳
❙✐ ♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✹✶❪✮ ✿
❙♦✐t k ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ k(n,m) =
{
n+ 1 s✐ m = 0
|n−m| s✐ m 6= 0 ✳
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✶✳✺ P♦✉r t♦✉t s②stè♠❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ❞✱ k ❡st λ✲❞é✜♥✐ss❛❜❧❡ ss✐ t♦✉t❡s
❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s s♦♥t λ✲❞é✜♥✐ss❛❜❧❡s ❞❛♥s ❞✳
✻✳✷ ❙②stè♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s t②♣❛❜❧❡s
❙♦✐❡♥t ❞ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ❡t Od ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ Od ❡st ✉♥
♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❞ ss✐ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ IN✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡
τn ≃β dn✱ t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t θn ≃β dn✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ t❡❧❧❡ q✉❡
(Od)θnf ≻f (f)σ(τn) ✭♦ù f ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳
❏✬❛✐ ♦❜t❡♥✉ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✹✹❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✶ ❈❤❛q✉❡ s②stè♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❛❞éq✉❛t ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳
✻✳✷✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ◆❯▼➱❘■◗❯❊❙ ❚❨P❆❇▲❊❙ ✻✶
❊✳ ❚r♦♥❝✐ ❛ ❝♦♥❥❡❝t✉ré ❧✬é♥♦♥❝é s✉✐✈❛♥t ✿
❈♦♥❥❡❝t✉r❡ ✿ ❯♥ s②stè♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❡st ❛❞éq✉❛t s✬✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡
♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳
❏✬❛✐ ré✉ss✐ à ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ré♣♦♥s❡ ♥é❣❛t✐✈❡ à ❝❡tt❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t
♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♥✉♠ér✐q✉❡s t②♣❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ F ✳
❯♥ s②stè♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ t②♣❛❜❧❡ ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ D =< D,d > ♦ù D ❡st ✉♥ t②♣❡ ❝❧♦s
❞✉ s②stè♠❡ F ✱ ❡t d ❂ d0, d1, ..., dn, ... ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ λ✲t❡r♠❡s βη✲ ♥♦r♠❛✉①
❝❧♦s t❡❧s q✉❡ ✿
✕ ❙✐ t ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧✱ ❛❧♦rs ⊢F t : D ss✐ ✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ IN t❡❧ q✉❡ t = di✳
✕ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❝❧♦s Sd ❡t Zd t❡❧s q✉❡ ✿
⊢F Sd : D → D ❡t (Sd)dn ≃β dn+1 ♣♦✉r t♦✉t n ∈ IN ❀
⊢F Zd : D → B ❡t (Zd)dn ≃β
{
1 s✐ n = 0
0 s✐ n ≥ 1
✳
▲❡s λ✲t❡r♠❡s Sd ❡t Zd s♦♥t ❛♣♣❡❧és s✉❝❝❡ss❡✉r ❡t t❡st à ③ér♦ ♣♦✉r D✳
❯♥ s②stè♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ t②♣é D ❡st ❞✐t ❛❞éq✉❛t ss✐ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s Pd
t❡❧ q✉❡ ⊢F Pd : D → D ❡t (Pd)dn+1 ≃β dn ♣♦✉r t♦✉t n ∈ IN✳ ▲❡ λ✲t❡r♠❡ Pd ❡st
❛♣♣❡❧é ♣ré❞é❝❡ss❡✉r ♣♦✉r D✳
❖♥ ❛ ✈✉ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ F ✱ ❧❡ t②♣❡ Ng → ¬¬N ❝♦♥✈✐❡♥t ♣♦✉r
❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ s②stè♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ❞❡ ❈❤✉r❝❤✳ ❉✬♦ù
❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❙♦✐t D =< D,d > ✉♥ s②stè♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ t②♣❛❜❧❡ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t λ✲t❡r♠❡
❝❧♦s t✱ s✐ ⊢F t : D✱ ❛❧♦rs ⊢F t : Dg✳ ❙♦✐t Od ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ Od ❡st
✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r D ss✐ ⊢F Od : Dg → ¬¬D✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t
n ∈ IN✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ τn ≃β dn ❡t ⊢F τn : D t❡❧ q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t θn ≃β dn✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ t❡❧❧❡ q✉❡ (Od)θnf ≻ (f)σ(τn) ✭♦ù f ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
✈❛r✐❛❜❧❡✮✳
❙♦✐❡♥t P = ∀X∀Y {((X → Y ) → X) → X} ✭❧❛ ❧♦✐ ❞❡ P❡✐r❝❡✮✱ Q = P → ∀XX
❡t D = (Q→ P )→ N ✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t②♣❡ D ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r B
✭✈♦✐r ❬✹✹❪✮✳
▲❡♠♠❡ ✻✳✷✳✶ ❙♦✐t t ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❧♦s✳ ⊢F t : D → B ss✐ t = λα0 ♦✉
t = λα1✳
❙♦✐t E = ∀X{(B,D → X), X → X}✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡ E ✭✈♦✐r ❬✹✹❪✮✳
✻✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✻✳ ❙❨❙❚➮▼❊❙ ◆❯▼➱❘■◗❯❊❙
▲❡♠♠❡ ✻✳✷✳✷ ❙♦✐t t ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❧♦s✳ ⊢F t : E ss✐ t = 0) ♦✉ ✐❧ ❡①✐st❡
n ∈ IN t❡❧ q✉❡ t = λxλy(x)bλαn ♦ù b ∈ {0, 1}✳
❙♦✐t e ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬❡♥t✐❡rs ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿ e0 = 0✱ e2n+1 = λxλy(x)0λαn (n ≥ 0)✱
❡t e2n+2 = λxλy(x)1λαn (n ≥ 0)✳
▲❡s ❧❡♠♠❡s ✻✳✷✳✶ ❡t ✻✳✷✳✷ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✹✹❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✷ E =< E, e > ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ t②♣❛❜❧❡ ♥♦♥ ❛❞éq✉❛t




❏❡ ✈❛✐s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡✳
❖♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ C ❛✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r ❡t ♦♥ ♥♦t❡ ΛC ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s
♦❜t❡♥✉s ✭❛♣♣❡❧és ❛✉ss✐ λC✲t❡r♠❡s✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡
❢❛✐❜❧❡ s✉✐✈❛♥t❡s ✭❛♣♣❡❧é❡s ❧❡s C✲ré❞✉❝t✐♦♥s✮ ✿
✶✮ (λxu)tt1...tn → (u[t/x])t1...tn ♣♦✉r t♦✉t u, t, t1, ..., tn ∈ ΛC✳
✷✮ (C)tt1...tn → (t)λx(x)t1...tn ♣♦✉r t♦✉t t, t1, ..., tn ∈ ΛC✱ x ❡st ✉♥❡ λ✲✈❛r✐❛❜❧❡
q✉✐ ♥❡ ♣❛r❛✐t ♣❛s ❞❛♥s t1, ..., tn✳
P♦✉r t♦✉s λC✲t❡r♠❡s t, t′✱ ♦♥ é❝r✐t t ≻C t′ s✐ t′ ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ t ❡♥ ❛♣✲
♣❧✐q✉❛♥t ❝❡s rè❣❧❡s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❢♦✐s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r s✉r ❧❡s λC✲t❡r♠❡s
❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ β✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❯♥ λC✲t❡r♠❡ t ❡st ❞✐t β✲
♥♦r♠❛❧ ss✐ t ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ β✲r❡❞❡①✳ ❯♥ λC✲t❡r♠❡ t ❡st ❞✐t C✲rés♦❧✉❜❧❡ ss✐ s❛
C✲ré❞✉❝t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡✳
❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ AF2 ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✭✵✮ Γ ⊢ C : ∀X{¬¬X → X}✳
❈❡tt❡ rè❣❧❡ ❛①✐♦♠❛t✐s❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥✲
♥✐st❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ C2 ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ Γ ⊢C2 t : A
ss✐ Γ, C : ∀X{¬¬X → X} ⊢AF2 t : A✳
▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ C2 ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❬✷✸❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✳✶ ✶✮ ❙✐ Γ ⊢C2 t : A✱ ❡t t→β t
′✱ ❛❧♦rs Γ ⊢C2 t
′ : A✳
✷✮ ❙✐ Γ ⊢C2 t :⊥✱ ❡t t ≻C t
′✱ ❛❧♦rs Γ ⊢C2 t
′ :⊥✳
✸✮ ❙✐ A ❡st ✉♥ t②♣❡ ❛t♦♠✐q✉❡✱ ❡t Γ ⊢C2 t : A✱ ❛❧♦rs t ❡st C✲rés♦❧✉❜❧❡✳
❉❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ♦♥ ♣❡r❞ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥✲
♥é❡s✳
✻✸
✻✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ▲❖●■◗❯❊❙ ❈▲❆❙❙■◗❯❊❙
❙♦✐t n ∈ IN✳ ❯♥ ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡ θn ❡st ✉♥ λC✲t❡r♠❡ ❝❧♦s t❡❧ q✉❡ ⊢C2 θn : N [sn(0)]✳
❖♥ ❞✐t ❛✉ss✐ q✉❡ θn ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r n✳
❙♦✐t θ1 = λxλf(C)λy(y)(f)(C)λz(y)(f)x✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡ θ1 ❡st
✉♥ ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r 1 q✉✐ ♥❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♣❛s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❞❡
❈❤✉r❝❤✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ g, a, x0, x1 ❡t x2 s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛❧♦rs ✿
(θ1)agx0 ≻C (g)t1x0 ♦ù t1 = (C)λz(λx(x)x0)(g)a ❀
(t1)x1 ≻C (g)t2x0 ♦ù t2 = a ❀
(t2)x2 ≻C (a)x2✳
❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❛ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✷✸❪ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✳✷ ❙♦✐❡♥t n ∈ IN✱ θn ✉♥ ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r n✱ ❡t x, g ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳
✲ ❙✐ n = 0✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ v✱ ♦♥ ❛ ✿ (θn)xgv ≻C (x)v✳
✲ ❙✐ n 6= 0✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ m ∈ IN✱ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ I : {0, ...,m} → IN✱ t❡❧s
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s v0, v1, ..., vm✱ ♦♥ ❛ ✿
(θn)xgv0 ≻C (g)t1vr0 ❀ (ti)vi ≻C (g)ti+1vri (1 ≤ i ≤ m− 1) ❀ (tm)vm ≻C (x)vrm
♦ù I(0) = n✱ I(rm) = 0✱ ❡t I(i+ 1) = I(ri)− 1 (0 ≤ i ≤ m− 1)✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❙♦✐❡♥t
θn ✉♥ ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r n ❡t v, g, x ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❙✐ (θn)xgv ≻C
(x)v✱ ❛❧♦rs n = 0✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡m ∈ IN✱ ❡t ✉♥❡ s✉✐t❡ (ri)1≤i≤m ♦ù (0 ≤ ri ≤ m)
❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ J : {0, ...,m} → IN t❡❧s q✉❡ J(0) = 0✱ ❡t J(i+ 1) = J(ri) + 1
(0 ≤ i ≤ m− 1)✳ ❉✬♦ù J(rm) = n✳
❏✬❛✐ ❣é♥ér❛❧✐sé✱ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s s②♥t❛①✐q✉❡s✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t✳
❙♦✐❡♥t V ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ λC✲❝❛❧❝✉❧ ❡t P ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s
❛♣♣❡❧é❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ♣✐❧❡✶✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ λC✲t❡r♠❡s ΛCP ♣❛r ✿
✲ ❙✐ x ∈ V✱ ❛❧♦rs x ∈ ΛCP ❀
✲ ❙✐ t ∈ ΛCP✱ ❡t x ∈ V✱ ❛❧♦rs λxt ∈ ΛCP ❀
✲ ❙✐ t ∈ ΛCP✱ ❡t u ∈ ΛCP
⋃
P✱ ❛❧♦rs (t)u ∈ ΛCP✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ t ∈ ΛCP ss✐ ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ♣✐❧❡ ❞❡ t ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥
❞✬❛r❣✉♠❡♥t✳
❙♦✐t σ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r V
⋃
P t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
✲ ❙✐ x ∈ V✱ ❛❧♦rs σ(x) ∈ ΛCP✳
✲ ❙✐ p ∈ P✱ ❛❧♦rs σ(p) = (t1, ..., tn)✱ n ≥ 0✱ ti ∈ ΛCP
⋃
P (1 ≤ i ≤ n)✳
❖♥ ❞é✜♥✐t σ(t) ♣♦✉r t♦✉t t ∈ ΛCP ♣❛r ✿
✲ σ((u)v) = (σ(u))σ(v) s✐ v 6∈ P✳
✲ σ(λxu) = λxσ(u)✳
✲ σ((t)p) = (t)t1...tn s✐ σ(p) = (t1, ..., tn)✳
σ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ P✲s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳
❖♥ ❞é✜♥✐t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ΛCP✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✭✶✮ (λxu)tt1...tn → (u[t/x])t1...tn ♣♦✉r t♦✉t u, t ∈ ΛCP ❡t t1, ..., tn ∈ ΛCP
⋃
P ❀
✶▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ♣✐❧❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡✳
✼✳✶✳ ▲❊ λC✲❈❆▲❈❯▲ ✻✺
✭✷✮ (C)tt1...tn → (t)λx(x)t1...tn ♣♦✉r t♦✉t t ∈ ΛCP ❡t t1, ..., tn ∈ ΛCP
⋃
P✱ ❡t x
❡st ✉♥❡ λ✲✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ♥❡ ♣❛r❛✐t ♣❛s ❞❛♥s t1, ..., tn✳
P♦✉r t♦✉t t, t′ ∈ ΛCP✱ ♦♥ é❝r✐t t ≻CP t′✱ s✐ t′ ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ t ❡♥ ❛♣♣❧✐✲
q✉❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❢♦✐s ❧❡s rè❣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ ❧✬✉t✐❧✐té ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ♣✐❧❡✳ ■❧ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❞✉r❛♥t
✉♥❡ CP✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣❛r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡s s✉✐t❡s
✜♥✐❡s ❞❡ λC✲t❡r♠❡s ✭✈♦✐r ❬✸✻❪✮ ✿
▲❡♠♠❡ ✼✳✶✳✶ ❙✐ t ≻CP t
′✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ P✲s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ σ(t) ≻CP σ(t
′)✳
❏✬❛✐ ♦❜t❡♥✉ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❬✸✻❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✳✸ ❙♦✐❡♥t n ∈ IN✱ θn ✉♥ ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r n✱ ❡t x, g ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳
✲ ❙✐ n = 0✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ♣✐❧❡ p✱ ♦♥ ❛ ✿ (θn)xgp ≻CP (x)p✳
✲ ❙✐ n 6= 0✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ m ∈ IN✱ ❡t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ I : {0, ...,m} → IN✱ t❡❧s
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ♣✐❧❡ p0, p1, ..., pm✱ ♦♥ ❛ ✿
(θn)xgp0 ≻CP (g)t1pr0 ❀ (ti)pi ≻CP (g)ti+1pri (1 ≤ i ≤ m − 1) ❀ (tm)pm ≻CP
(x)prm ♦ù I(0) = n✱ I(rm) = 0✱ ❡t I(i+ 1) = I(ri)− 1 (0 ≤ i ≤ m− 1)✳
❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❛ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✷✸❪ q✉❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ t②♣és
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ AF2 ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❡♥t✐❡rs
❝❧❛ss✐q✉❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✳✹ ❙✐ ⊢AF2 T : ∀x{N
g[x]→ ¬¬N [x]}✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t n ∈ IN✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ λC✲t❡r♠❡ τn ≃β n✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡ θn ❞❡ ✈❛❧❡✉r n✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ (T )θnf ≻C (f)σ(τn) ✭♦ù f ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
✈❛r✐❛❜❧❡✮✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r (T )θnλxx ≻C σ(τn)→β n✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ❝♦♠♣♦rt❡r ❞❛♥s ✉♥
❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛ss❡③ ❝♦♠♣❧✐q✉é❡✳ ❙✐ ♦♥ ❛♥❛❧②s❡ ❧❡s r❛✐s♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
♦♥ ❛ ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♠❡✱ ♦♥ s✬❛♣❡r❝♦✐t q✉❡ ❝❡❝✐ ♣r♦✈✐❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉
❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ❧❡ t②♣❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❛❝❤❡✈é✱ ♥❡
❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬❡♥t✐❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❛❧❝✉❧✳ P♦✉r ❛✈♦✐r
❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✉♥❛✐r❡ ⊥ ♣♦✉r ❧✬❛❜✲
s✉r❞❡ ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ A✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n✱ ♦♥ ♥♦t❡ ¬nA ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
A→⊥(sn(0))✳ ❖♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ (0) ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(0′) ❙✐ Γ ⊢ t : ¬n¬nA ♣♦✉r t♦✉t n ∈ IN✱ ❛❧♦rs Γ ⊢ (C)t : A✳
❖♥ é❝r✐t Γ ⊢CF2 t : A s✐ ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ t ❡st ❞❡ t②♣❡ A ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t Γ✳
▲❛ rè❣❧❡ (0′) ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡r♣rété❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❖♥ ❝♦♥s✐❞ér❡ ¬nA
❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ A ❡st ❢❛✉ss❡ à ❧✬✐♥st❛♥t n✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧❛ rè❣❧❡ s✐❣♥✐✜❡
q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛✣r♠❡r q✉✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✈r❛✐❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢❛✉ss❡ à ❝❤❛q✉❡
✐♥st❛♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣❡❧❡r ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ✏❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❡rs✐st❛♥t❡✑✳
❖♥ ❣❛r❞❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✉ λC✲❝❛❧❝✉❧✳
✻✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ▲❖●■◗❯❊❙ ❈▲❆❙❙■◗❯❊❙
❏✬❛✐ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✸✹❪ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❝❧❛ss✐q✉❡s s❡
❝♦♠♣♦rt❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤✳
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✳✺ ❙♦✐❡♥t n ∈ IN✱ ❡t ⊢CF2 θn : N [s
n(0)]✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡s
❝♦♥st❛♥t❡s ❞❡ ♣✐❧❡ p0, p1, ..., pn ✿ (θn)xgp0 ≻CP (g)t1p0 ❀ (ti)pi ≻CP (g)ti+1pi
(1 ≤ i ≤ n− 1) ❡t (tn)pn ≻CP (x)pn✳
❏✬❛✐ ♦❜t❡♥✉ ❞❛♥s ❬✸✷❪ ❞❡✉① rés✉❧t❛ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ C2✳
❙♦✐t A ✭♣♦✉r ❆❜♦rt✮ ❧❡ λC✲t❡r♠❡ λx(C)λyx✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ✿
✕ P♦✉r t♦✉t t, t1, ..., tn ∈ ΛC✱ (A)tt1...tn ≻C t✳
✕ ⊢C2 A : ∀X{⊥→ X}✳
❉✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❥✬❛✐ ❞é♠♦♥tré ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✳✻ ❙✐ ⊢C2 T : ∀X{⊥→ X}✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t n ∈ IN✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉s
λC✲t❡r♠❡s t, t1, ..., tn✱ (T )tt1...tn ≻C t✳
▲❛ ❝♦♥st❛♥t❡ C s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ (C)tt1...tn ≻C (t)U ❡t (U)y ≻C
(y)t1...tn ♦ù y ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❥✬❛✐ ♦❜t❡♥✉ ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛✲
t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✳✼ ❙✐ ⊢C2 T : ∀X{¬¬X → X}✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r m✱ t❡❧
q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r n✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉s λC✲t❡r♠❡s t, t1, ..., tn ✿
(T )tt1...tn ≻C (t)V1✱ (Vi)yi ≻C (t)Vi+1 (1 ≤ i ≤ m−1)✱ ❡t (Vm)ym ≻C (yi)t1...tn
♦ù y1, ..., ym s♦♥t ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
✼✳✷ ▲❡ λµ✲❝❛❧❝✉❧
❏❡ ✈❛✐s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ♣rés❡♥t❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ▼✳ P❛r✐❣♦t✳
▲❡ λµ✲❝❛❧❝✉❧ ♣♦ssè❞❡ ❞❡✉① ❛❧♣❤❛❜❡ts ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✿ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ λ✲
✈❛r✐❛❜❧❡s x, y, z✱✳✳✳✱ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ µ✲✈❛r✐❛❜❧❡s α, β, γ✱✳✳✳✳ ▲❡s λµ✲ t❡r♠❡s s♦♥t
❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ t := x | λxt | (t)t | µα[β]t✳
▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ λµ✲❝❛❧❝✉❧ ❡st ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ✿
▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿
✭C1✮ (λxu)v → u[v/x]
✭C2✮ (µαu)v → µαu[v/✯α]
♦ù u[v/✯α] ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞✉ u ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲
t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [α]w ♣❛r [α](w)v✳
▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✿
✭S1✮ [α]µβu→ u[α/β]
✭S2✮ µα[α]u→ u✱ s✐ α ♥✬❛ ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s u
✼✳✷✳ ▲❊ λµ✲❈❆▲❈❯▲ ✻✼
✭S3✮ µαu→ λxµαu[x/✯α]✱ s✐ u ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s♦✉s t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [α]λyw✳
▼✳ P❛r✐❣♦t ❛ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✺✸❪ q✉❡ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✷✳✶ ❊♥ λµ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t❡ ✷✳
❙✐ u ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ t ♣❛r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ t ≻µ u✳ ▲✬éq✉✐✲
✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ têt❡ ❡st ♥♦té❡ ✿ u ∼µ v ss✐ ✐❧ ❡①✐st❡ w t❡❧ q✉❡ u ≻µ w ❡t v ≻µ w✳
▲❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t é❝r✐t❡s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉s✐❡✉rs
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ❛✈❡❝ ❞❡s séq✉❡♥ts ✿
✲ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ⊢ s♦♥t ét✐q✉❡té❡s ♣❛r ❞❡s λ✲✈❛r✐❛❜❧❡s✳
✲ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s à ❞r♦✐t❡ ❞❡ ⊢ s♦♥t ét✐q✉❡té❡s ♣❛r ❞❡s µ✲✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡①❝❡♣té ❞✬✉♥❡
❢♦r♠✉❧❡ q✉✐ ❡st ét✐q✉❡té❡ ♣❛r ✉♥ λµ✲t❡r♠❡✳
✲ ❉❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ♥❡ ♣♦ssè❞❡♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ét✐q✉❡tt❡✳
❙♦✐❡♥t t ✉♥ λµ✲t❡r♠❡✱ A ✉♥ t②♣❡✱ Γ = x1 : A1, ..., xn : An✱ ❡t △ = α1 :
B1, ..., αm : Bm ❞❡✉① ❝♦♥t❡①t❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✭♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✮ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✏t
❡st ❞❡ t②♣❡ ❆ ❞❛♥s Γ ❡t △✑✱ ❡t ♦♥ é❝r✐t Γ ⊢µ t : A,△✳
✕ ▲❡s rè❣❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ AF2✳
✕ ❙✐ Γ ⊢µ t : A, β : B,△✱ ❛❧♦rs ✿ Γ ⊢µ µβ[α]t : B,α : A,△ s✐ α 6= β ❡t
Γ ⊢µ µα[α]t : B,△ s✐ α = β✳
❈❡ s②stè♠❡ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❬✺✷❪ ❡t ❬✺✹❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✷✳✷ ✶✮ ▲❡ t②♣❡ ❡st ♣rés❡r✈é ❞✉r❛♥t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳
✷✮ ▲❡s λµ✲t❡r♠❡s t②♣❛❜❧❡s s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳
P❛r ❝♦♥tr❡✱ ♦♥ ♣❡r❞ ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
❙♦✐t n ∈ IN✳ ❯♥ ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ✉♥ λµ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s θn✱ t❡❧ q✉❡ ⊢µ θn : N [sn(0)]
♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r n✳ ❖♥ ❞✐t ❛✉ss✐ q✉❡ ❧✬❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡ θn ❡st ❞❡ ✈❛❧❡✉r n✳
❖♥ ✈❛ ❝❛r❛tér✐s❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❝❧❛ss✐q✉❡s✳
❙♦✐❡♥t x ❡t f ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✜①❡s✱ ❡t Nx,f ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s λµ✲t❡r♠❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r
❧❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿ u := x | µα[β]x | (f)u | µα[β](f)u✳
❖♥ ❞é✜♥✐t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ u ∈ Nx,f ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ rep(u)✱ q✉✐ ❞és✐❣♥❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs r❡♣rés❡♥tés ♣❛r u ✿
✲ rep(x) = {0} ❀
✲ rep((f)u) = {n+ 1 s✐ n ∈ rep(u)} ❀
✲ rep(µα[β]u) =
⋂
rep(v) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s t❡r♠❡ [α]v ❞❡ [β]u✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭✈♦✐r ❬✺✹❪✮✳
✷❲✳ P② ❛ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❬✺✻❪ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✳
✻✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ▲❖●■◗❯❊❙ ❈▲❆❙❙■◗❯❊❙
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✷✳✸ ▲❡s ❡♥t✐❡rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ♥♦r♠❛✉① ❞❡ ✈❛❧❡✉r n s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t
❧❡s λµ✲t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λxλfu ♦ù u ∈ Nx,f s❛♥s µ✲✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡t t❡❧ q✉❡
rep(u) = {n}✳
❙♦✐t θ = λxλfu ♦ù
u = (f)µα[α](f)µφ[α](f)µψ[α](f)(f)µβ[φ](f)µδ[β](f)µγ[α](f)µρ[β](f)x✳
❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ rep(u) = {4}✱ ❞♦♥❝ θ ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✹✳ ❙✐ ♦♥
s❛✐t à ❧✬❛✈❛♥❝❡ q✉❡ θ ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r
rep(u) ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❞❡ u ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝❡✉① ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❞❡
θ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ✉♥ s❡✉❧ ❡♥t✐❡r✳
❏❡ ✈❛✐s ♣rés❡♥t❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ très s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r
❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡✳
❖♥ ❞é✜♥✐t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ u ∈ Nx,f ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ val(u)✱ q✉✐ ❞és✐❣♥❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ u ✿
✲ val(x) = {0} ❀
✲ val((f)u) = {n+ 1 s✐ n ∈ val(u)} ❀
✲ val(µα[β]u) =
⋃
val(v) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s t❡r♠❡ [α]v ❞❡ [β]u✳
❙♦✐❡♥t u ∈ Nx,f s❛♥s µ✲✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡t α1, ..., αn ❧❡s µ✲✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ u q✉✐
✈ér✐✜❡♥t ✿ α1 ❡st ❧❛ µ✲✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ [α1](f)i1x ❡st ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ u✱ αj
2 ≤ j ≤ n ❡st ❧❛ µ✲✈❛r✐❛❜❧❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ [αj ](f)ijµαj−1uj−1 ❡st ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡
u ❡t u = (f)in+1µαnun✳ ❙♦✐❡♥t t0 = x ❡t tj = µαjuj 1 ≤ j ≤ n✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ val ✭✈♦✐r ❬✹✵❪✮✳
▲❡♠♠❡ ✼✳✷✳✶ P♦✉r t♦✉t 1 ≤ j ≤ n+ 1 ♦♥ ❛ ✿




✷✮ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s t❡r♠❡ t ❞❡ uj✱ t❡❧ q✉❡ t 6= (f)
rtk 0 ≤ k ≤ j − 1✱ ♦♥ ❛
val(t) = ∅✳




❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✼✳✷✳✶ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ Nx,f ✱ rep(u) ⊆ val(u)✱
♦♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✷✳✹ ❙✐ θ ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧ ❞❡ ✈❛❧❡✉r n✱ ❛❧♦rs θ =
λxλfu ♦ù u ∈ Nx,f s❛♥s µ✲✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡t val(u) = {n}✳
❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❡①❡♠♣❧❡
θ = λxλf
4︷︸︸︷







✲ α1 = β✱ ❡t α2 = α ❀
✼✳✸✳ ▲❊ λµ++✲❈❆▲❈❯▲ ✻✾
✲ i1 = 1✱ i2 = 2✱ ❡t i3 = 1✳
❉♦♥❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ θ ❡st é❣❛❧❡ à ✹✳
▼✳ P❛r✐❣♦t ❛ ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✺✸❪ q✉❡ ❞❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ t②♣és
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ AF2 ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ❡♥t✐❡rs
❝❧❛ssq✐✉❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✷✳✺ ❙✐ ⊢AF2 T : ∀x{N
g[x]→ ¬¬N [x]}✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 0✱ ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ τn ≃β n✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡ ♥♦r♠❛❧ θ ❞❡ ✈❛❧❡✉r
n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ((T )θ)f ∼µ µα[α](f)σ(τn)✳
❏✬❛✐ ❞é♠♦♥tré ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✹✵❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✷✳✻ ❙✐ u ∈ Nx,f t❡❧ q✉❡ val(u) = {n}✱ ❛❧♦rs ((Ti)λxλfu)f ≻
(f)(s)n0 ✭✐❂✶ ♦✉ ✷✮✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✼✳✷✳✺ ♥❡ r❡st❡ ♣❛s ✈r❛✐ ♣♦✉r ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
✲ ❙♦✐❡♥t u = µα[α](f)µβ[α]x ❡t θ = λxλfu✳ ❖♥ ❛ val(u) = {0} ❡t rep(u) = ∅✳
✲ ❙♦✐t T = λn((n)δ)λdλg((T iN )n)λx(g)(s)(p)x ♦ù
p = λn(((n)0)λaλc((c)(s)λc((c)0)(a)λxλyy)(a)λxλyx)λxλyy)λxλyy ❡st ✉♥ λ✲
t❡r♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ✏♣ré❞é❝❡ss❡✉r✑✳
❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t θn ≃β n✱ ((T )θn)f ≻
{
(f)0 s✐ n = 0
(f)(s)(p)(s)n0 s✐ n 6= 0 ✳
❉♦♥❝ T ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✸ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳
✲ ⊢AF2 T : ∀x{Ng[x] → ¬¬N [x]} ✭❧❡ t②♣❛❣❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②s✲
tè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❛❞éq✉❛t ♣♦✉r ❧❡ t②♣❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs✮✳
✲ ▼❛✐s ((T )θ)f ≻µ (f)(s)(p)0 ❡t (s)(p)0 ≃β 1✳
✼✳✸ ▲❡ λµ++✲❝❛❧❝✉❧
▲❡ λµ✲❝❛❧❝✉❧ ❝♦❞❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❢❛✐t❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t ♣♦ssè❞❡ ✏♣r❡sq✉❡✑
t♦✉t❡s ❧❡s ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ✿ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❝♦♥s❡r❛✈t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❛✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ P❛r ❝♦♥tr❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❛ ✈✉ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ♣❡r❞
❞❛♥s ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞✉ s②stè♠❡ t②♣é ♥✬❡st ♣❛s très ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t ❝❡❝✐ ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s ✿ ❧✬❛✉t♦r✐✲
s❛t✐♦♥ ❞✬❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦r♠✉❧❡s à ❞r♦✐t❡ ❡t ❢♦r❝❡r ❧❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡ µ ❡t [] ❞❛♥s ❧❛
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s✳ ❖♥ ✈❛ ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❡①t❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛♣♣❡❧é λµ++✲
❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ❝♦❞❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳
❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ❧❛ ❝♦♥s❡r❛✈t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡✱ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❢♦rt❡✱ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s t②♣❡s ❞❡
❞♦♥♥é❡s✳
✸❈❡t ♦♣ér❛t❡✉r ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ❏✳▲✳ ❑r✐✈✐♥❡✳
✼✵ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ▲❖●■◗❯❊❙ ❈▲❆❙❙■◗❯❊❙
▲❡s t❡r♠❡s ❞✉ λµ++✲❝❛❧❝✉❧ ✭❛♣♣❡❧és ❛✉ss✐ λµ++✲t❡r♠❡s✮ s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠✲
♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ T := x | α | λxT | µαT | (T )T ✳
▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ λµ++✲❝❛❧❝✉❧ ❡st ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❞❡✉① ♥♦t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ré❞✉❝✲
t✐♦♥s ✿
▲❡s rè❣❧❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧
✭Cλ✮ (λxU)V ⇀λ U [V/x]
✭Cµ✮ (µαU)V ⇀µ µβU [λy(β)(y)V/α]
▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥
✭S1✮ (α)U V ⇀1 (α)U
✭S2✮ µαµβU ⇀2 µαU [λxx/β]
✭S3✮ (α)(β)U ⇀3 (β)U
✭S4✮ (β)µαU ⇀4 U [λy(β)y/α]
✭S5✮ µαU ⇀5 λzµβU [λy(β)(y)z/α] ✭✯✮
✭S6✮ µαU [(α)V/y] ⇀6 V ✭✯✯✮
✭✯✮ U ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (α)λxV
✭✯✯✮ y ❡st ❧✐❜r❡ ❞❛♥s U ❡t α ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s V
▲❛ rè❣❧❡ (S6) s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ µαT ♣♦ssè❞❡ ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ (α)V ♦ù V ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t
♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s q✉✐ s♦♥t ❧✐é❡s ❞❛♥s µαT ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t r❡♥❞r❡ V ❝♦♠♠❡
rés✉❧t❛t✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st très ❞✐✣❝✐❧❡ à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡s
❡①❡♠♣❧❡s ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❥❡ ✈❛✐s ♣rés❡♥t❡r✱ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ✿ ✏♣❛s ❞❡
❧✐❡✉rs ❛❝t✐❢s ❡♥tr❡ µα ❡t (α)✑ s✉✣r❛✳
❖♥ é❝r✐t T ⇀ T ′ s✐ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ❞❡ T à T ′ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❢♦✐s
❧❡s rè❣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ λµ++✲❝❛❧❝✉❧ ❡st ♥♦♥ ❝♦♥✢✉❡♥t✳
❙♦✐t A ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ λµ++✲t❡r♠❡s ♥♦r♠❛✉①✳ ❖♥ ♥♦t❡ T → A ss✐ ✿
✕ P♦✉r t♦✉t U ∈ A✱ T ⇀ U ✳
✕ ❙✐ T ⇀ U ❡t U ❡st ♥♦r♠❛❧✱ ❛❧♦rs U ∈ A✳
❙♦✐t TIN = (Y )F ♦ù F = λxλyµα(α)(((y)λd(x)(s)y)λxx)µβ(α)(((y)λdy)λxx) α✱
Y ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ t✉r✐♥❣ ❡t s ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ♣♦✉r ❧❡ s✉❝❝❡ss❡✉r s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs
❞❡ ❈❤✉r❝❤✳ ❙♦✐t N ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡
(TIN) 0→ N ✳
❙♦✐❡♥t t ✉♥ λµ++✲t❡r♠❡✱ A ✉♥ t②♣❡✱ ❡t Γ = x1 : A1, ..., xn : An, α1 : ¬B1, ..., αm :
¬Bm ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✭♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✮ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✏t ❡st ❞❡ t②♣❡
❆ ❞❛♥s Γ✑✱ ❡t ♦♥ é❝r✐t Γ ⊢+ t : A✳
✕ ▲❡s rè❣❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ AF2✳
✕ ❙✐ Γ, α : ¬B ⊢+ t :⊥✱ ❛❧♦rs ✿ Γ ⊢+ µαt : B
✼✳✸✳ ▲❊ λµ++✲❈❆▲❈❯▲ ✼✶
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ❛①✐♦♠❛t✐s❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥✲
t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳
❉ès ❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣♦rt❡r ❞❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣♦✉r ❧❛ rè❣❧❡ (S6)✳
❊❧❧❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r ✉♥❡ s♦✉s✲
♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡❧❧❡ ♠ê♠❡✳ ❈♦♠♠❡ µαU [(α)V/y] ❡t V ♣♦ssè❞❡ ❧❡ ♠ê♠❡
t②♣❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ rè❣❧❡ ❛✉t♦r✐s❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞❡ s❡ ré❞✉✐r❡ à ✉♥ ❞❡ s❡s s♦✉s✲
♣r♦❣r❛♠♠❡s q✉✐ ❢❛✐t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡✳
▲❡ λµ++✲❝❛❧❝✉❧ t②♣é ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✸✳✶ ✶✮ ❙✐ Γ ⊢+ U : A ❡t U ⇀ V ✱ ❛❧♦rs Γ ⊢+ V : A✳
✷✮ ❙✐ Γ ⊢+ U : A✱ ❛❧♦rs U ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✱ ♦♥ ré❝✉♣èr❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✸✳✷ ❙♦✐t n ∈ IN✳ ❙✐ ⊢+ T : N [s
n(0)]✱ ❛❧♦rs T → {n}✳
❏✬❛✐ tr♦✉✈é ❛✉ss✐ ✉♥ λµ++✲t❡r♠❡ q✉✐ s✐♠✉❧❡ ❧❡ ♦✉✲♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❈❡❝✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦s✲
s✐❜❧❡ ❡♥ λµ✲❝❛❧❝✉❧✳
❯♥ λµ++✲t❡r♠❡ ❝❧♦s T ❡st ❞✐t ✉♥ ❢❛✉① ❜♦♦❧é❡♥ ss✐ ✿
T 6⇀ λxU ♦✉
T ⇀ λxU ❡t ✭U 6⇀ λyV ❡t U 6⇀ (x)V V1...Vn✮ ♦✉
T ⇀ λxλyU ❡t ✭U 6⇀ λyV ❡t U 6⇀ (x)WW1...Wn ❡t U 6⇀ (y)WW1...Wn✮✳
■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ ❢❛✉① ❜♦♦❧é❡♥ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs
é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❜♦♦❧é❡♥ ❛✈❛♥t ❞❡ ❜♦✉❝❧❡r✳




❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥ λµ++✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❧♦s T s✐♠✉❧❡ ❧❡ ♦✉✲♣❛r❛❧❧è❧❡ ss✐ ♣♦✉r t♦✉t
U, V ∈ B ✿
✕ (T )UV → {0,1} ❀
✕ (T )UV ⇀ 1 ss✐ U → 1 ❡t V → 1 ❀
✕ (T )UV ⇀ 0 ss✐ U → 0 ♦✉ V → 0✳
❙♦✐t 1̂ = λp1 ❡t 0̂ = λp0✳
❙♦✐t
∨
= λxλyµα(α)(((x)1̂)((y)1̂)0̂)) µβ(α)(((y)1̂)((x) 1̂)0̂))α✳
❙♦✐t ou ✉♥ s②♠❜ô❧❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t ✿ ou(1, x) = 1✱ ou(0, x) = x✱ ou(x, 1) = 1✱ ❡t ou(x, 0) = x✳
❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✸✳✸
∨
s✐♠✉❧❡ ❧❡ ♦✉✲♣❛r❛❧❧è❧❡ ❡t ⊢+
∨
: ∀x∀y{B[x], B[y]→ B[ou(x, y)]}✳
✼✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✼✳ ▲❖●■◗❯❊❙ ❈▲❆❙❙■◗❯❊❙
❈❤❛♣✐tr❡ ✽
▲♦❣✐q✉❡s ♠✐①t❡s
✽✳✶ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❜❛sé s✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡
♠✐①t❡
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✳✹ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❛✉ s②stè♠❡ C2✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ T =
λνλf(f)(C)(Ti)ν ✭i = 1 ♦✉ 2✮✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ⊢C2 T : ∀x{Ng[x]→
¬¬N [x]} ❡t q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ λC✲t❡r♠❡ τn ≃β n t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ❝❧❛s✲
s✐q✉❡ θn ❞❡ ✈❛❧❡✉r n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ (T )θnf ≻C (f)σ(τn)✳
❈❡❝✐ s✉❣❣èr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs q✉❡st✐♦♥s ✿
✲ ◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ✈❛❧❡✉r n ❡t ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ❞❡
t②♣❡ Ng[sn(0)] ❄
✲ P♦✉rq✉♦✐ ❛✲t✲♦♥ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♦♣ér❛✲
t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs
❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❄
P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✭❏✳✲▲✳ ❑r✐✈✐♥❡ ❡t ♠♦✐ ♠ê♠❡✮
✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ❧♦❣✐q✉❡ ❛♣♣❡❧é❡ ✏♠✐①t❡✑✳ ❈❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t
à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ t②♣❡r ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♥trô❧❡✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥t✐❡r n✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬♦♥ ❛ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
s♣é❝✐❛❧❡s ❞✬❛r✐té n ✿ XC , YC , ZC ✳✳✳✳❛♣♣❡❧é❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳ ❯♥ t②♣❡ A ❡st
❞✐t ❝❧❛ss✐q✉❡ ss✐ ✐❧ s❡ t❡r♠✐♥❡ ♣❛r ⊥ ♦✉ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s
❛✉ s②stè♠❡ AF2 ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
(0′) Γ ⊢ C : ∀XC{¬¬XC → XC}
(6′′)
Γ ⊢ t : A
Γ ⊢ t : ∀XCA
✭✯✮ (7′′)
Γ ⊢ t : ∀XCA
Γ ⊢ t : A[G/XC ]
✭✯✯✮
✭✯✮ XC ♥✬❡st ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s Γ ❡t ✭✯✯✮ G ❡st ✉♥ t②♣❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ M2 ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❛❣❡✳
✼✸
✼✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ▲❖●■◗❯❊❙ ▼■❳❚❊❙
❖♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ XC ✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♣é❝✐❛❧❡ X• ❞✉ s②stè♠❡
AF2 ❛②❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❛r✐té q✉❡ XC ✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ A ❞❡ M2✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❛
❢♦r♠✉❧❡ A◦ ❞❡ AF2 ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✲ ❙✐ A =⊥✱ ❛❧♦rs A◦ = A✳
✲ ❙✐ A = X(t1, ..., tn)✱ ❛❧♦rs A◦ = A✳
✲ ❙✐ A = XC(t1, ..., tn)✱ ❛❧♦rs A◦ = ¬X•(t1, ..., tn)✳
✲ ❙✐ A = B → C✱ ❛❧♦rs A◦ = B◦ → C◦✳
✲ ❙✐ A = ∀xB ✭r❡s♣✳ A = ∀XB✮✱ ❛❧♦rs A◦ = ∀xB◦ ✭r❡s♣✳ A◦ = ∀XB◦✮✳
✲ ❙✐ A = ∀XCB✱ ❛❧♦rs A◦ = ∀X•B◦✳
▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♥♦♥
✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ∀+ ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭✈♦✐r
❬✹✺❪✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✶ ❙♦✐❡♥t A ✉♥ t②♣❡ ∀+ ❞❡ AF2 ❡t t ✉♥ λC✲t❡r♠❡ β✲♥♦r♠❛❧✳ ❙✐
⊢M2 t : A✱ ❛❧♦rs t ❡st λ✲t❡r♠❡ ♥♦r♠❛❧✱ ❡t ⊢AF2 t : A✳
➚ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ X ❞✉ s②stè♠❡ C2✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ XC ❛②❛♥t
❧❛ ♠ê♠❡ ❛r✐té q✉❡ X✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ A ❞❡ C2✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ AC
❞❡ M2 ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✲ ❙✐ A =⊥✱ ❛❧♦rs AC = A✳
✲ ❙✐ A = X(t1, ..., tn) ♦ùX ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs AC = XC(t1, ..., tn)✳
✲ ❙✐ A = B → C✱ ❛❧♦rs AC = BC → CC ✳
✲ ❙✐ A = ∀xB✱ ❛❧♦rs AC = ∀xBC ✳
✲ ❙✐ A = ∀XB✱ ❛❧♦rs AC = ∀XCBC ✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ NC [x] = ∀XC{XC(0),∀y(XC(y)→ XC(s(y)))→ XC(x)}✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✹✺❪✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✷ ❙♦✐❡♥t A ✉♥ t②♣❡ ❞❡ C2✱ ❡t t ✉♥ λC✲t❡r♠❡✳ ⊢C2 t : A ss✐
⊢M2 t : A
C ✳
▲❡s rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♥ts ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞✉ s②stè♠❡
M2 ✭✈♦✐r ❬✹✺❪✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✸ ❙♦✐t n ∈ IN✳ ❙✐ ⊢M2 t : N [s
n(0)]✱ ❛❧♦rs t ≃β n✳
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✹ ❙♦✐t n ∈ IN✳ ❙✐ ⊢M2 t : N
C [sn(0)]✱ ❛❧♦rs t ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r
❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r n✳
❙♦✐t T ✉♥ λC✲t❡r♠❡ ❝❧♦s✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ T ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡
♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❝❧❛ss✐q✉❡s ss✐ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ IN✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ λC✲t❡r♠❡ τn ≃β n✱
t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡ θn ❞❡ ✈❛❧❡✉r n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱
t❡❧❧❡ q✉❡ (T )θnf ≻C (f)σ(τn) ✭♦ù f ❡st ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮✳
▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✳✹ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✭✈♦✐r
❬✹✺❪✮✳
✽✳✷✳ ▲❆ ▲❖●■◗❯❊ ▼■❳❚❊ P❘❖P❖❙■❚■❖◆◆❊▲▲❊ ✼✺
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✺ ❙✐ ⊢M2 T : ∀x{N
C [x]→ ¬¬N [x]}✱ ❛❧♦rs T ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r
❞❡ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❝❧❛ss✐q✉❡s✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ⊢M2 T : ∀x{NC [x] → ¬¬N [x]}✱ ❛❧♦rs
T ♣r❡♥❞ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡t ❞♦♥♥❡ ❝♦♠♠❡ rés✉❧t❛t ❧✬❡♥t✐❡r ❞❡
❈❤✉r❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✺ ❞❛♥s ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ s②stè♠❡ M2 ♥♦té❡ M ✭✈♦✐r ❬✹✺❪✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✻ ❙✐ ⊢M T : N
C → ¬¬N ✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t n ∈ IN✱ ✐❧ ❡①✐st❡
m ∈ IN ❡t ✉♥ λC✲t❡r♠❡ τm ≃β m✱ t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡ θn ❞❡
✈❛❧❡✉r n✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ✱ t❡❧❧❡ q✉❡ (T )θnf ≻C (f)σ(τm)✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉① rés✉❧t❛ts ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✿
✕ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✼✳✶✳✸ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❡♥t✐❡r ❝❧❛ss✐q✉❡✳
✕ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✼ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❛♥t ❞❡s λC✲t❡r♠❡s ❞❡ t②♣❡ NC →
¬¬N ✳
❙♦✐❡♥t ν ❡t f ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r xn,a,b,c ✭♦ù n ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r✱
a, b ❞❡✉① λC✲t❡r♠❡s✱ ❡t c ✉♥❡ s✉✐t❡ ✜♥✐s ❞❡ λC✲t❡r♠❡s✮ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ♥❡ ✜❣✉r❡♥t
♣❛s ❞❛♥s a, b, c✳
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✼ ❙♦✐t ⊢M T : N
C → ¬¬N ❡t n ∈ IN✳ ■❧ ❡①✐st❡ m ∈ IN ❡t ✉♥❡
s✉✐t❡ ✜♥✐❡ ❞❡ C✲ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ têt❡ {Ui ≻C Vi}1≤i≤r t❡❧❧❡s q✉❡ ✿
✶✮ U1 = (T )νf ❡t Vr = (f)τm ♦ù τm ≃β m ❀
✷✮ Vi = (ν)abc ♦ù Vi = (xl,a,b,c)d (0 ≤ l ≤ n− 1) ❀
✸✮ ❙✐ Vi = (ν)abc✱ ❛❧♦rs Ui+1 = (a)c s✐ n = 0 ❡t Ui+1 = ((b)xn−1,a,b,c)c s✐ n 6= 0
✹✮ ❙✐ Vi = (xl,a,b,c)d (0 ≤ l ≤ n − 1)✱ ❛❧♦rs Ui+1 = (a)d s✐ l = 0 ❡t Ui+1 =
((b)x
l−1,a,b,d)d s✐ l 6= 0✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✺ s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❛✉ss✐ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t②♣❡s ∀+✳
✽✳✷ ▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♠✐①t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡
▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧s ♠✐♥✐♠❛❧✱ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✱ ❡t ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭♥♦tés (LM)✱
(LI) ❡t (LC)✮ s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ❧✬✉♥ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s s❝❤é♠❛s
❞✬❛①✐♦♠❡s ♦✉ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s rè❣❧❡s✳ ▲❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♥♥✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à
❛❥♦✉t❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧✬❛❜s✉r❞✐té ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ✭❞❡ ❧✬❛❜s✉r❞❡ ♦♥ ❞é❞✉✐t t♦✉t❡s ❧❡s
❢♦r♠✉❧❡s✮ à (LM) ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r (LI)✱ ❡t ❛❥♦✉t❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❧✬❛❜s✉r❞✐té ❝❧❛ss✐q✉❡
✭✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♥♦♥ ❢❛✉ss❡ ❡st ✈r❛✐❡✮ à (LM) ♦✉ (LI) ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r (LC)✳ ❆✈❡❝ ❝❡
t②♣❡ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♦♥ s❡ ❤❡✉rt❡ à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✿
✕ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞é♠♦♥tr❛❜❧❡ ❡♥ (LC) ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡❧❧❡ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ❝❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ♥♦♥ ❡✣❝❛❝❡s ❞❡
✼✻ ❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ▲❖●■◗❯❊❙ ▼■❳❚❊❙
(LM) ❡t (LI)✳ ❉✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s✱ ❛✈❡❝ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♦♥ ♥❡ s❛✉r❛✐t s✉r q✉❡❧❧❡s
❢♦r♠✉❧❡s ❧❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ♦♥t été ✉t✐❧✐és✳
✕ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r s❛ ✏♠❡✐❧❧❡✉r❡✑ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ A = (X → Y ) ∨ (Y → X) ❡♥ ❢❛✐s❛♥t
✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ s✉r A✳ ❯♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡
❝❧❛ss✐q✉❡ s✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ Y s✉✣t ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦✉✈❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ Y ❡st ✈r❛✐❡✱
♦♥ ❛✉r❛✱ ❞❛♥s (LM)✱ X → Y ✱ ❡t s✐ Y ❡st ❢❛✉ss❡✱ ♦♥ ❛✉r❛✱ ❞❛♥s (LI)✱ Y → X✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s❡ r❛♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❤✉♠❛✐♥✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥
❧✬❛♣♣❡❧❡r❛ ✏✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✑ ♣♦✉r A✳
✕ ❈❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❧♦❣✐q✉❡s ❛ ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡✳ P♦✉r (LC) ❝✬❡st ❧❡s t❛❜❧❡s
❞❡ ✈ér✐té ❡t ♣♦✉r (LI) ✭r❡s♣✳ (LM)✮ ❝✬❡st ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s
✭r❡s♣✳ ♠✐♥✐♠❛✉①✮✳ ❙✐ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❡ ♣rès ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❧é✲
t✉❞❡ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡✳ ❆❧♦rs✱ ♣♦✉rq✉♦✐✱ ♥❡ ♣❛s ét✉❞✐❡r ❝❡s
❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s ❄ ❈✳à✳❞✳ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❡s ❧♦✲
❣✐q✉❡s ❡t ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ s❡✉❧ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✭❆✳ ◆♦✉r ❡t ♠♦✐ ♠ê♠❡✮ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❞❡s ré♣♦♥s❡s ♣❛t✐❡❧❧❡s ❛✉① q✉❡st✐♦♥s ♣♦sé❡s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ♦♥t été ❞♦♥✲
♥é❡s✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬♦♥ ❛ tr♦✐s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✿ Vm = {Xm, Ym, Zm, ...} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ❀ Vi =
{Xi, Yi, Zi, ...} ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡s ❀ Vc = {Xc, Yc, Zc, ...} ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❀ ❡t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s♣é❝✐❛❧❡ ⊥✳ ▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t






{⊥} ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥♥❡❝✲
t❡✉rs ∧✱ ∨✱ ❡t →✳ ❖♥ ♥♦t❡ ¬A ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ A →⊥✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦r♠✉❧❡ A✱ ♦♥
♥♦t❡ var(A) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭r❡s♣✳ ✐♥t✉✐t✐♦♥✲
♥♦st❡✱ ♠✐♥✐♠❛❧❡✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ A t❡❧❧❡ q✉❡ var(A) ⊆ Vc ✭r❡s♣✳ var(A) ⊆ Vi✱
var(A) ⊆ Vm✮✳
❖♥ ❞é✜♥✐t s✉r ❝❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❛♣♣❡❧é ✏❧♦❣✐q✉❡
♠✐①t❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✑ ❡t ♥♦té (PML) ❞♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞❡







♦ù A ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ❡t B ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳
▲❡s ❢♦r♠✉❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s (Xm → Xc) ∨ (Xc → Xi) ❡t (Xc → Xm ∨ Xi) →
(Xm ∨ (Xc → Xi)) s♦♥t ❞é♠♦♥tr❛❜❧❡s✳
❏❡ ✈❛✐s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ ❑r✐♣❦❡ ♣♦✉r (PML)✳
✽✳✷✳ ▲❆ ▲❖●■◗❯❊ ▼■❳❚❊ P❘❖P❖❙■❚■❖◆◆❊▲▲❊ ✼✼
❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❑r✐♣❦❡ ❣é♥ér❛❧✐sé ❡st ✉♥ tr✐♣❧❡t K = (K,≤,⊢ )✱ ♦ù (K,≤) ❡st
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é✱ ❡t ⊢ ❡st ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ s✉r
K × P t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
✶✮ ❙✐ α⊢ X ❡t β ≥ α✱ ❛❧♦rs β⊢ X✳
✷✮ ❙✐ α⊢ ⊥✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ Xc ✭r❡s♣✳ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ Xi✮ α⊢ Xc ✭r❡s♣✳ α⊢ Xi✮✳
✸✮ ❙✐ α⊢ Xc ❡t✱ α 6 ⊢ ⊥✱ ❛❧♦rs✱ ♣♦✉r t♦✉t β ∈ K✱ β⊢ Xc✳
⊢ s✬ét❡♥❞ s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♣❛r ❧❡s ❝❧❛✉s❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ α⊢ A ∧B ss✐ α⊢ A ❡t α⊢ B✳
✕ α⊢ A ∨B ss✐ α⊢ A ♦✉ α⊢ B✳
✕ α⊢ A→ B ss✐ ♣♦✉r t♦✉t β ≥ α ✱ s✐ β⊢ A✱ ❛❧♦rs β⊢ B✳
❯♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ A ❡st ❞✐t❡ ✈❛❧✐❞❡ ❞❛♥s K = (K,≤,⊢ ) ss✐ ♣♦✉r t♦✉t α ∈ K✱ α⊢ A ❀
♥♦t❛t✐♦♥ K⊢ A✳ ❙✐ Γ ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ Γ⊢ A ss✐ ♣♦✉r t♦✉t
K ✿ s✐ ♣♦✉r t♦✉t B ∈ Γ✱ K⊢ B✱ ❛❧♦rs K⊢ A✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✹✻❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✷✳✶ Γ ⊢pml A ss✐ Γ⊢ A✳
▲❡ s②stè♠❡ (PML) ♣♦ssè❞❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ✜♥✐s ❡t ❞♦♥❝ ✐❧ ❡st
❞é❝✐❞❛❜❧❡ ✭✈♦✐r ❬✹✻❪✮✳
❖♥ é❝r✐t Γ ⊢(c) A s✐ Γ ⊢ A ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ rè❣❧❡ (⊥c) ❡t ♦♥ é❝r✐t
Γ ⊢(c,i) A s✐ Γ ⊢ A ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rè❣❧❡s (⊥i) ❡t (⊥c)✳ ▲❡ rés✉❧t❛t
s✉✐✈❛♥t ✭t❤é♦rè♠❡ ✽✳✷✳✷✮ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♣♦✉r ❞ér✐✈❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ♠✐①t❡
❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ♦✉
♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❝❧❛ss✐q✉❡✱ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ ♦✉ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❈❡ rés✉❧t❛t s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡
s②stè♠❡ (PML) ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ s♦✉s✲❢♦r♠✉❧❡✳ ❍❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ ♣r♦♣r✐été s❡ ❞é❞✉✐t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s q✉✐ ❡st
❞✐✣❝✐❧❡ à ❞é♠♦♥tr❡r ✐❝✐ ❝❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦❞❡r ✭✐✳❡✳
¬(¬A∧¬B)→ A∨B ♥✬❡st ♣❛s ❞ér✐✈❛❜❧❡✮✳ P♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❬✹✻❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✷✳✷ ✶✮ ❙♦✐t Γ
⋃
{A} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s s❛♥s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❧❛s✲
s✐q✉❡s✳ Γ ⊢pml A ss✐ Γ ⊢(c) A✳
✷✮ ❙♦✐t Γ
⋃
{A} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s s❛♥s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❡t ✐♥t✉✐t✐♦♥✲
♥✐st❡s✳ Γ ⊢pml A ss✐ Γ ⊢(c,i) A✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s✱ ♣❛r ❝♦♥tr❡✱ ré✉ss✐ à ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣ré✲
❝é❞❡♥t ❞❛♥s ✉♥ s♦✉s s②stè♠❡ ❞❡ (PML) ♥♦té (PML∨)✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❡st ♦❜t❡♥✉
❛✈❡❝ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ∨ ✿
(∨e)
Γ1 ⊢ A ∨B Γ2, A ⊢ C Γ3, B ⊢ C
Γ1,Γ2,Γ3 ⊢ C
✼✽ ❈❍❆P■❚❘❊ ✽✳ ▲❖●■◗❯❊❙ ▼■❳❚❊❙
s✐ A ∨B ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ❛❧♦rs C ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝❧❛ssq✐✉❡✳
❖♥ ✈❛ ét❛❜❧✐r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡s ❧❡s s②stè♠❡s (LM)✱ (LI)✱ (LC) ❡t
(PML)✳
❙♦✐t V = {X,Y, Z, ...} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s Vm✱ Vi✱ ❡t Vc s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✐♥❞❡①❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡ V ✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t V
⋃
{⊥}✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s s②stè♠❡s (LM)✱ (LI)✱ ❡t (LC)✳ ❯♥❡
❢♦r♠✉❧❡ s✉r V
⋃





✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ < ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿ ♣♦✉r t♦✉t❡ X ∈ V ✱ Xm < Xi < Xc✳
❯♥❡ ❞é❝♦r❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ d : V → P t❡❧❧❡ q✉❡ d(X) ∈ {Xm, Xi, Xc}✳ ❊❧❧❡
s✬ét❡♥❞ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t s✉r ❧❡s ❞é❝♦r❛t✐♦♥s
✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ♥♦té❡ ❛✉ss✐ < ❡♥ ♣♦s❛♥t ✿ d < d′ ss✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
X ∈ V ✱ d(X) ≤ d′(X) ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ X ∈ V t❡❧❧❡ q✉❡ d(X) < d′(X)✳
❙♦✐t A ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ⊢c A✳ ❯♥❡ ❞é❝♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r A ❡st ✉♥❡ ❞é✲
❝♦r❛t✐♦♥ d t❡❧❧❡ q✉❡ ⊢pml d(A) ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ X q✉✐ ♥❡ ♣❛r❛✐t ♣❛s ❞❛♥s
A✱ d(X) = Xm✳ ❯♥❡ ❞é❝♦r❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r A ❡st ✉♥❡ ❞é❝♦r❛t✐♦♥ d ♣♦✉r A
t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ d′ ≤ d ❡st ✉♥❡ ❞é❝♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r A✱ ❛❧♦rs d′ = d✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✹✻❪✮ ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✷✳✸ ❙♦✐t A ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ⊢c A✳ A ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡
❞é❝♦r❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳
❯♥❡ ❞é❝♦r❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ A ♥✬❡st ♣❛s ✉♥✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t s♦✐❡♥t
d ❡t d′ ❧❡s ❞❡✉① ❞é❝♦r❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ d(X) = Xc✱ d(Y ) = Yi✱ d′(X) = Xi ❡t
d′(Y ) = Yc✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ d ❡t d′ s♦♥t ❞❡s ❞é❝♦r❛t✐♦♥s ♠✐♥✐♠❛❧❡s
♥♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ (X → Y ) ∨ (Y → X)✳
P♦✉r ❞é❝♦r❡r ❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ (PML) ❡♥ r❡♠✲







■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à (PML)✳
❯♥❡ ❞é❝♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ D ❞❡ (LC) ❡st ✉♥❡ ❞é❝♦r❛t✐♦♥ d t❡❧❧❡ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛✈❧❡ X q✉✐ ♥❡ ♣❛r❛✐t ♣❛s ❞❛♥s D✱ d(X) = Xm ❡t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ D
♣❛r d ❡st ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ (PML)✳ ❯♥❡ ❞é❝♦r❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r D ❡st ✉♥❡
❞é❝♦r❛t✐♦♥ d ♣♦✉r D t❡❧❧❡ q✉❡ ✿ s✐ d′ ≤ d ❡st ❞é❝♦r❛t✐♦♥ ♣♦✉r D✱ ❛❧♦rs d′ = d✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❬✹✻❪✮ ✿
✽✳✷✳ ▲❆ ▲❖●■◗❯❊ ▼■❳❚❊ P❘❖P❖❙■❚■❖◆◆❊▲▲❊ ✼✾
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✷✳✹ ❙♦✐t D ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ (LC)✳ D ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❞é❝♦✲
r❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✭♥♦té❡ dD✮✳
❙♦✐t A ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ⊢c A✳ ❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r A ❡st
✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ D ❞❡ A ❡♥ (LC) t❡❧❧❡ q✉❡ dD ❡st ✉♥❡ ❞é❝♦r❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r A✳
■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ✏♠✐♥✐♠✉♠✑ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✉ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡ ❡st ❢❛✐t✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré ❞❛♥s ❬✹✻❪ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✷✳✺ ❈❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♦r❞✐♥❛✐r❡ ❞é♠♦♥tr❛❜❧❡ ❡♥ (LC) ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡
❜♦♥♥❡ ❞èr✐✈❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ à ❧❛ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s séq✉❡♥ts ❞❡ (PML)✳ ◆♦✉s ♥♦✉s
✐♥t❡rréss♦♥s à ❞é♠♦♥tr❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ♣♦✉r ❝❡ s②s✲
tè♠❡✳




❉❡✉① λ✲t❡r♠❡s ❝❧♦s M ❡t N s♦♥t ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ✭M ≃oper N✮
ss✐ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♥t❡①❡t C ✿ C[M ] ❡st rés♦❧✉❜❧❡ ss✐ C[N ] ❧✬❡st✳
❙♦✐t J = (Y )G ♦ù Y ❡st ❧✬♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ♣♦✐♥t ✜①❡ ❞❡ ❚✉r✐♥❣ ❡tG = λxλyλz(y)(x)z✳
J ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ η✲❡①♣❛♥sé ✐♥✜♥✐ ❞❡ id✳ ❙♦♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❇ö❤♠ ❡st ❡♥ ❢❛✐t
λxλx1(x)λx2(x1)λx3(x2)λx4(x3)...✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ✭✈♦✐r ❬✷❪ ❡t ❬✶✽❪✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✶✳✶ J ≃oper id✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥♥✉❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ♣✉r❡♠❡♥t sé♠❛♥t✐q✉❡ ✿ ❞❡✉① λ✲t❡r♠❡s s♦♥t
♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ss✐ ✐❧s ♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ♠♦❞è❧❡
D∞✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ✭❘✳ ❉❛✈✐❞ ❡t ♠♦✐ ♠ê♠❡✮ ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡t ♣✉r❡✲
♠❡♥t s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❛♥❛❧②s❡ ✜♥❡♠❡♥t ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡
C[id] ❡t C[J ] ❡♥ ❞✐st✐♥❣✉❛♥t ❧❡s ✏✈r❛✐s✑ β ✲r❡❞❡① ❞❡ ❝❡✉① q✉✐ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s
η✲❡①♣❛♥s✐♦♥s✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡✱
s✐ ♥♦✉s s✐♠✉❧♦♥s ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ♦ù id ✭r❡s♣✳ J✮ s♦♥t ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ têt❡✱ C[id]
❡t C[J ] s❡ ré❞✉✐s❡♥t✱ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥✳ P♦✉r ❝❡❝✐ ♥♦✉s
❛❥♦✉t♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ H ✭q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ à ❧❛ ❢♦✐s id ❡t J✮✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
s✉r ❝❡s t❡r♠❡s ❧❛ id ✭r❡s♣✳ J✮ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ têt❡✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝❛s❡s
♦ù H = id ✭r❡s♣✳ J✮✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✱ ♥♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s ♦❜t❡♥✉s ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ H s♦♥t é❣❛✉①✳
❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ❞❡ ❞❡✉① λ✲t❡r♠❡s ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❜r❡ ❞❡ ❇ö❤♠ à η✲❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ♣rès✳
P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞✐r✐❣é ✭✈♦✐r ❬✽❪✮✳
✽✶
✽✷ ❈❍❆P■❚❘❊ ✾✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❉■❱❊❘❙
✾✳✷ ❈♦♠♣❧ét✉❞❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡
s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✭♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
t❤é♦r✐❡✮ ♠♦②❡♥♥❛♥t ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡st
❞✬❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ X ❞✬❛r✐té n✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ ♣r❡✲
♠✐❡r ♦r❞r❡ x ❡t ❞❡ ❝♦❞❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ X(x1, ..., xn) ♣❛r Apn(x, x1, ..., xn) ♦ù Apn
❡st ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬❛r✐té n+1✳ P♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡ ❝♦❞❛❣❡ tr❛♥s❢♦r♠❡
❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡♥ ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❢❛✐t❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡
❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞✬❛①✐♦♠❡s q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡
❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ✐♠❛❣❡s ❞❡s ❢♦r✲
♠✉❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ❈❡❝✐ r❡♥❞ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❧♦✉r❞❡s ❡t ❞✐✣❝✐❧❡s à ❢♦r♠❛❧✐s❡r
♣r♦♣r❡♠❡♥t✳ ❈✳ ❘❛✛❛❧❧✐ ❡t ♠♦✐ ♠ê♠❡ ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ très s✐♠♣❧❡ à
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✶✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ✐♥✈❡rs❡ ✭❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉①
❝♦❣❛❞❡s ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡st ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❡❧❧❡ ♠ê♠❡✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡
❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
❙♦✐t L2 ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✿
✭✐✮ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ✿ ⊥✱→ ✱ ∧✱ ∨✱ ∀ ❡t ∃
✭✐✐✮ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ V ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ✿ x0, x1, x2✱✳✳✳ ❀
✭✐✐✐✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ≥ 0✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ Vi ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥





❙♦✐t L1 ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✿
✭✐✮ ❧❡s ♠ê♠❡s s②♠❜♦❧❡s ❧♦❣✐q✉❡s ❀
✭✐✐✮ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é♥♦♠❜r❛❜❧❡ V ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉ ❀
✭✐✐✐✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ≥ 0✱ ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ r❡❧❛t✐♦♥ Api ❞✬❛r✐té i+ 1✳
❖♥ ♥♦t❡ A↔ B ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ (A→ B) ∧ (B → A)✳
❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡✱ ❝♦♠♠❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t ♦♥
é❝r✐t Γ ⊢n A ♦ù n ∈ {1, 2} ✭♣♦✉r ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦✉ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✮✳
❖♥ ✜①❡✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ≥ 0✱ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ φi ❡♥tr❡ Vi ❡t V✳
❙♦✐t A ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r
A s♦♥ ❝♦❞❡ A∗ ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✿
✕ ⊥∗=⊥
✕ (Xn(x1, ..., xn))∗ = Apn(φn(Xn), x1, ..., xn)
✕ (A ⋄B)∗ = A∗ ⋄B∗ ❀ ⋄ ∈ {→,∧,∨}
✕ (QxA)∗ = Qy(A[y/x])∗ ♦ù y 6∈ Fv(A∗) ❀ Q ∈ {∀,∃}
✕ (QXnA)∗ = Qφn(Y n)(A[Y n/Xn])∗ ♦ù φn(Y n) 6∈ Fv(A∗) ❀ Q ∈ {∀,∃}
✶▲✬❛rt✐❝❧❡ ❡st ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ré❞❛❝t✐♦♥✳
✾✳✷✳ ❈❖▼P▲➱❚❯❉❊❙ ❉❊ ▲❆ ▲❖●■◗❯❊ ❉❯ ❙❊❈❖◆❉ ❖❘❉❘❊ ✽✸
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ∗ ❡st é✈✐❞❡♠❡♥t ♥♦♥ s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s tr♦✉✈❡r
✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ A t❡❧❧❡ q✉❡ A∗ = ∀xAp1(x, x)✳
▲❡ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ (SC2) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s
❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ s✉✐✈❛♥t❡s ✿ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢♦r♠✉❧❡ G t❡❧❧❡ q✉❡ Fv(G) =
{x1, ..., xn, ζ1, ..., ζm}✱
∀ζ1...∀ζm[∃X
n∀x1...∀xn(G↔ X
n(x1, ..., xn))] ♦ù X 6∈ Fv(G)✳
■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ (SC2) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞✉
q✉❛♥t✐✜❝❛t❡✉r ✉♥✐✈❡rs❡❧ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳
▲❡ ❙❝❤é♠❛ ❞❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ (SC1) ❞é✜♥✐ ♣❛r (SC1) = {G∗ ❀
G ∈ (SC2)}✳
▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ∗ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s
♣r❡✉✈❡s ❢❛✐t❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❢❛✐t❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉
♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✷✳✶ ❙♦✐❡♥t Γ
⋃
{A} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ❙✐
Γ ⊢2 A✱ ❛❧♦rs Γ
∗, (SC1) ⊢1 A
∗✳
❙♦✐t A ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥
s✉r A s♦♥ ❝♦❞❡ A ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ ❡t ✉♥❡ s✉✐t❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡ VxA✳
✕ ⊥ =⊥ ❡t Vx⊥ = ∅
✕ Apn(y, y1, ..., yn) = φ−1n (y)(y1, ..., yn) ❡t
VxA = ∅ s✐ y 6= x ❡t ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, ..., n} ✱ yi 6= x
VxA =< x > s✐ y 6= x ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ {1, ..., n} ✱ yi = x
VxA =< φ
−1
n (x) > s✐ y = x ❡t ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, ..., n} ✱ yi 6= x
VxA =< φ
−1
n (x), x > s✐ y = x ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ {1, ..., n} ✱ yi = x






A) ❀ ⋄ ∈ {→,∧,∨}
✕ QyA = Qζ1...QζnA ♦ù V
y




A (y 6= x) ❀ Q ∈ {∀,∃}
❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ✐♠♣♦rt❛♥t s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ✾✳✷✳✶ ❙✐ A ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✱ ❛❧♦rs ⊢2 A∗ ↔ A✳
▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❧❡s
♣r❡✉✈❡s ❢❛✐t❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡♥ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❢❛✐t❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉
s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✷✳✷ ❙♦✐❡♥t Γ
⋃
{A} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳
❙✐ Γ ⊢1 A✱ ❛❧♦rs Γ ⊢2 A✳
❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ L1 ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ M = (M, (ApMn )n) ♦ù M ❡st ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡t ♣♦✉r t♦✉t n ≥ 0✱ ApMn ⊆ M
n+1✳ ❯♥❡ M✲s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❡st
✽✹ ❈❍❆P■❚❘❊ ✾✳ ❘➱❙❯▲❚❆❚❙ ❉■❱❊❘❙
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ V ❞❛♥s M ✳
❯♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ L2 ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡M = (M, (Mn)n) ♦ù M ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
♥♦♥ ✈✐❞❡ ❡t Mn ⊆ P(Mn)✳ P♦✉r n = 0✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ M0 = P(M0) = {0, 1}✳
❯♥❡ M✲s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s V ❡t (Vi)i t❡❧❧❡ q✉❡
σ(x) ∈M ❡t σ(Xn) ∈Mn✳
❙♦✐tM1 = (M, (ApMn )n) ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ L1✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
M1 = (M, (Mn)n) ❞❡ L2 ♦ù Mn = (Man)a∈M ✱ M
a





s✐ a 6∈ ApM0 ✱ ❡t M
a
n = {(a1, ..., an) ∈M
n ❀ (a, a1, ..., an) ∈ ApMn } ✭n ≥ 1✮✳
❙♦✐t F ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ t❡❧❧❡ q✉❡ Fv(F ) = {x1, ..., xn, X
k1
1 , ..., X
km
m }
❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ φkj (X
kj
j ) = yj (1 ≤ j ≤ m)✳ ❙✐ σ ❡st ✉♥❡ M1✲s✉❜st✐t✉t✐♦♥
t❡❧❧❡ q✉❡ σ(xi) = ai (1 ≤ i ≤ n) ❡t σ(yj) = bj (1 ≤ j ≤ m)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♥♦t❡ σ ✉♥❡





(1 ≤ j ≤ m)✱
❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✷✳✸ M1 |= F [σ] ss✐ M1 |= F
∗[σ]✳
❉♦♥❝ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✿
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✾✳✷✳✶ M1 |= (SC1) ss✐ M1 |= (SC2)✳
❉✬♦ù ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳
❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✷✳✹ ❙♦✐t Γ
⋃
{A} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡s ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ Γ ⊢2
A ss✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡ M t❡❧❧❡ q✉❡ M |= (SC2) ❡t ♣♦✉r
t♦✉t❡ M✲s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ✿ M |= Γ[σ] ✐♠♣❧✐q✉❡ M |= A[σ]✳
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡
❬✶❪ ▼✳ ❆❜❛❧✐✱ ▲✳ ❈❛r❞❡❧❧✐✱ P✳▲✳ ❈✉r✐❡♥ ❛♥❞ ❏✳▲✳ ▲❡✈②✳ ❊①♣❧✐❝✐t ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳
t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt ✶✶✼✻✱ ■◆❘■❆✱ ✶✾✾✵✳
❬✷❪ ❍✳ ❇❛r❡♥❞r❡❣t✳ ❚❤❡ ❧❛♠❜❞❛ ❝❛❧❝✉❧✉s ✿ ■ts ❙②♥t❛① ❛♥❞ ❙❡♠❛♥t✐❝s✳ ◆♦rt❤ ❍♦❧✲
❧❛♥❞✱ ✶✾✽✹✳
❬✸❪ ❈✳ ❇ö❤♠ ❛♥❞ ❆✳ ❇❡r❛r❞✉❝❝✐✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t②♣❡❞ Λ✲♣r♦❣r❛♠s ♦♥
t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✸✾✱ ✶✸✺✲✶✺✹✱ ✶✾✽✺✳
❬✹❪ ❆✳ ❈❤❛❣r♦✈ ❛♥❞ ▼✳ ❩❛❦❤r②❛s❝❤❡✈✳ ▼♦❞❛❧ ▲♦❣✐❝ ❈❧❛r❡♥❞♦♥ Pr❡ss✱ ❖①❢♦r❞✱
✶✾✾✼✳
❬✺❪ P✳▲✳ ❈✉r✐❡♥✳ ❚❤❡ λρ✲❝❛❧❝✉❧✐ ✿ ❛♥ ❛❜str❛❝t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❝❧♦s✉r❡s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧
r❡♣♦rt✱ ▲■❊◆❙ ✲ ❊❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡✱ ✶✾✽✽✳
❬✻❪ ❱✳ ❉❛♥♦s ❡t ▲✳ ❘❡❣♥✐❡r✳ ◆♦t❡s s✉r ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳ ▼❛♥✉s❝r✐♣t ✱ ✶✾✾✷✳
❬✼❪ ❘✳ ❉❛✈✐❞✳ ❚❤❡ ■♥❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ s②st❡♠ ❋✳ ❚❤❡♦r✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✸✺✱
✹✷✸✲✹✸✶✱ ✶✾✾✹✳
❬✽❪ ❘✳ ❉❛✈✐❞ ❛♥❞ ❑✳ ◆♦✉r✳ ❙t♦r❛❣❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❞✐r❡❝t❡❞ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧✉s✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❙②♠❜♦❧✐❝ ▲♦❣✐❝ ✻✵✲✹✱ ✶✵✺✹✲✶✵✽✻✱ ✶✾✾✺✳
❬✾❪ ❘✳ ❉❛✈✐❞ ❛♥❞ ❑✳ ◆♦✉r✳ ❆ s②♥t❛❝t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❢
t✇♦ λ✲t❡r♠s✳ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✶✽✵✱ ✸✼✶✲✸✼✺✱ ✶✾✾✼✳
❬✶✵❪ ❙✳ ❋❛r❦❤✳ ❚②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡ ❞✉ s❡❝♦♥❞ ♦r❞r❡✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱
❯♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ❙❛✈♦✐❡✱ ✶✾✾✽✳
❬✶✶❪ ❙✳ ❋❛r❦❤ ❡t ❑✳ ◆♦✉r✳ ❯♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ♣♦✉r ❧❡s t②♣❡s ∀+ ❞✉
s②stè♠❡ ❋✳ ❈❘❆❙✳ P❛r✐s ✸✷✻✱ ❙ér✐❡ ■✱ ✷✼✺✲✷✼✾✱ ✶✾✾✽✳
❬✶✷❪ ❙✳ ❋❛r❦❤ ❡t ❑✳ ◆♦✉r✳ ❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ t②♣❡s ❞✉
s②stè♠❡ ❆❋✷✳ ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❚❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✸✶✲✻✱ ✺✶✸✲✺✸✼✱ ✶✾✾✽✳
❬✶✸❪ ❙✳ ❋❛r❦❤ ❡t ❑✳ ◆♦✉r✳ ▲❡s t②♣❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s②st❛①✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❋✳ ❙♦✉♠✐s
à ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✶✾✾✾✳
❬✶✹❪ ❙✳ ❋❛r❦❤ ❡t ❑✳ ◆♦✉r✳ ❚②♣❡s ❝♦♠♣❧❡ts ❞❛♥s ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❆❋✷✳
❙♦✉♠✐s à ■♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✵✵✵✳
❬✶✺❪ ▼✳ ❋❡❧❧❡✐s❡✐♥✳ ❚❤❡ ❈❛❧❝✉❧✐ ♦❢ λv − CS ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✿ ❛ s②♥t❛❝t✐❝ t❤❡♦r② ♦❢
❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ st❛t❡ ✐♥ ✐♠♣❡r❛t✐✈❡ ❤✐❣❤❡r ♦r❞❡r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✳ P❤✳ ❉✳ ❞✐ss❡rt❛✲
t✐♦♥✱ ■♥❞✐❛♥❛ ❯♥✐✈❡rs✐t②✱ ✶✾✽✼✳
✽✺
✽✻ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍■❊
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